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I o I e i t tt 0 g . 

Die TbeorW der in*« UneDdlicIie fortschreitenden Reiben hat 
in.derj neqeren und strengeren Ansichten hultl inenden Auatysls 
einflsolcbe Gestalt angenommen« und ist aufso veränderte Principien 
gegründet worden > dass in der jetzigen Darstellungsweise die frflhere 
gar nicht mehr za erkennen ist. Die strengeren Analytiker sind 
jetzt wolil darin einig, dass der eigentliche Grundbegriff der gun> 
zen Lehre von den Reihen, ja lu.iu kann wohl sagen der ganzen 
Atiulysis, der lM:i^riir iler Granze ist, und dass dieser Hf ariff unter 
keiner Bedingung cnthebrt oder umgangen werden katuj, weshalb 
auch alle anderen Darstellungen der Theorie der lu ihen durch 
die sogenannte Methode der unbestininiten Coefficienten, oder durch 
andere, z. B. bei dem Binomischen Lehrsatze hin und wieder in 
Anwendung gebrachte Methoden, wo zuletzt Alles Null für Null 
aufgeht, deren Anwenduni? höchstens hei endlichen K< ihcn ver- 
stattet sein diirfte *), da sie bei in s Unendliche fortlanfendeu Keihen 
geradezu . nichtssageud sind, gegenwärtig als völlig veraltet 
betrachtet und aus der Analysis ganz entfernt werden im'is- 
sea« eine Ansicht» die» wenn sie jetst auch noch nicht bei allen 



*y Wo nrav aber in die «igentlidie Natur dsa QsgeDatsndca weil iMMm 
dsü h rfcda Da<etellBagiweben genug hsl» 

Theii XXOl. t 



Digitized by Google 



.2 r-. 'C'rMii^/'Elijnep^e J>mtiUung der Lehre 
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MathenatilcerD AnerkemraDg finden sollte, doch mit der Zeit sich 
iiDZwelfelbafl ironier mehr Geltung verschaffen wird, zu welcher 
Annahme die beruhigende Ueberzeugung berechtigt, dass in allen 
Verhältnissen das Wahre doch immer endiich über das Falsche 
einon vollständigen Sieg davon trSgt Aber auch liber die beste 
Darsteilungsweise der auf den Begriff der Gränze als Hauptgrund- 
lage gegründeten Theorie der Reiben dürfte bis jetzt noch nicht 
vollkommene Uebereinstinimung unter den Analytikern herrschen, 
und vielfache Versuche sind deshalb in dieser Beziehung bereits 
gemacht worden. Mir ist Immer eine möglichst elementare Dar« 
Stellung dieser Theorie als sehr wfioschenswerlfa erschienen, dle^ 
^namentlich auch fär den jungen Mathematiker den ungemein gros- 
sen Nutzen hat, dass sie ihn mit dem so ungemein wichtigen 
Begriffe der (iriinze und dessen Anwendung, der bei dem ganzen 
weiteren Studium der Analysis sein steter Begleiter ist, so Iriih 
als ro«>glich bekannt und vertraut macht und als die beste Vorbe- 
reitung zu dem Studium der eigentlichen Differential- und Integral- 
rechnung für ihn zu betrachten, ist» Eine solche elementare, ledig- 
lich auf den Begriff der Gränze gegrOndete Darstellung der Lehre 
von den Reihen habe Ich In der vorKegenden Abhandlung zu geben 
versucht, die, wie es In der Natur der Sache liegt« viel mit der 
eigentlichen Differential- und' Ihttfgralrechnung gemein haben muss, 
aber dessenungeachtet ganz unabhängig von diesen beiden Wis- 
senschaften, im eigentlichen Sirme, bestehen kann und, nach mei- 
ner Absiebt, bestehen soll. Auch das Taylor'sche Theorem und 
einer der wichtigsten Satze der Iiitegralrechmnin müssen in die- 
ser Abhandlung uothvvendig auftreten, weil diese Theoreme die 
ganze Reihenentuickelung unter allgemeine Gesichtspunkte fassen^ 
und deshalb ni^ entbehrt werden ktinnen. Bei dem Taylor'schen 
Satze habe Ich den Beweis des Berrn- Caqu^ *) benutzt. Herrn 
C'aqiie ii»t es abeT nur gehnigen, durch seine bauptsfiebliefa' attf 
eipen wichtigen Satz d'er Lehre' von den MIttelgrosseii' gegründete 
Darstellung zu dem von Gauchy gegebenen ersten Auedrud^e des 
Restes der Taylor* sehen Reihe zn gelangen. Indem ich einen 
andern Satz von den MittefgniÄsen, eigentlich das Princip de^ ge- 
wöhnlichen arithmetisclK n Mittels, benutzte, ging, was für mich 
von ganz besonderem Interesse war, sehr leicht auch der vom 
CaiTcby gegebene zweite Ausdruck des Restes der Taylor'sclien 
Reihe herror, welcher In der gewohnfichen, Von Cauchy herrah-» 
renden DhrstMlungswei^e dem Anfönger immer einige Schwierig* 
kelteb macht; aBer niclft- entbehrt werden klann-, well- er schall 



♦) Liouville: Jonrnnl d o M u t Ii iiu a ti q ues. Ootohr© 1845, 
p. 379. ArehiT der AlathematiJ^ und Fby«ilu Xhl. VUl. Iflo, 
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lihdNMiMl» ricMg M vmtoben,. sniia» mdi nur jir m» iIM' Moaif^ 
d«r Stetigkeit aus dem Auge verliem», wM« Uef gßm- besoii** 
dowr Wichtigkeit ist. Um von dem eigentlicli Id das Gebiet der 
litegralrecbnung ^ebSreodeii «ricbtigeb Satte» weldtisf In dieser 
ibbandlung gieichralia in elementarer Gestalt auftritt» eine geome- 
trische Anwendung zu zeigen, hi^be i^k mit dessen fiflife die 
Gleichungen der Rbnmblinie auf der Kugel elementar entwickeltp 
was Air äm bOheten nautÜBcbe« Dnlierrieht vielleicht ervHloscbt 
scin:-dttfliBE^' diP jene' GleicbSngon in der ganM-Neatik .ebie es«' 
fiberaas wichtige Rolie spielen. — Mag man auch ▼ielleicht sagen, 
daas die in dieser Abhandlung gegebenen Entwickelungen nur eme 
versteclrte Differential- und Integral'recfinung seien, so lasse ich 
mttidifei« gern gefallen,- ja ich- sat^e, dass dies gar nicht anders 
sein, kann; aber ich glaube, das8 diese AbhandJuag eine t^irkJich« 
elementare DarstelluniG^ der ganzen Lehre von den Reihen liefert, 
jdlc für flcn, der nicht weiter in der Änalysis zu Liehen beahsich- 
tigt, und eine gründliche Kenntniss der Theorie der Reihen viel- 
leicht praktificher Zwecke wegen nöthig hat, in dieser Beziehuni^ 
das voll^tä(idic;e Sttniium der eigentlichen sogenannten höheren 
Analysis entbehrlich macht, jedienfalls auf das^efhe ihn sehr zweck- 
mSssiir vorbereitet. Durch diese Abhandlung auch dazu beizutra- 
gen, dass immer mehr und mehr die volllce ünwis.senschaftlifhkeit 
der sogenannten Methode der utihestimnjten Coellicientpri und ahn- 
licher Methoden, auch einiger in neuerer Zeit in Vorsclifno: ge- 
hrachter Surrogate, durch die man in vullig verunglückter Weise 
die strengen Ausdrücke der Reste der Taylor'schen und Mac- 
lau ri n scheri Reihe und deren Anwendung bei Reihencritwieke 
lungeii hat nni^then und enfheTirlirh maohpn wollen, und dadur<:h 
das Studium der Differential- und lfifri4ralre< linutig für Anfänger 
erl<pirbtern zu kHnnen ^(Mnrlnt Init , oikainit und solche Unwissen* 
schattiichkeit immer mehr und mehr aus der ^naiysis veriMOnt 
werden möge, ist mein grösster Wunsch. 
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M K^ntulß» einiger »ithmetiicWii 
;K-l&»iint smdf Hes«eiiiiiieeaclitcl 
v.^ t uii^enden mTielicbst m edcicb- 
..u Ulli strengen , mO^f teilst «iiifacbea 

der folgende 

' r krsatz. 

positive Grosse und n eine 
^ »4»4elcbaet, so nähert der Bruch 

1X3....» 

M iii'*^ '■]](] Wehe wächst, und kann 
\ 4 itefc^ gebracht ^% ercieot wesii msn nur 

.^jlllSlt 

beweis. 
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^ .Ü« |K>sitiTe gaDze Zahl X: so an , da«« ifc -f 1 > o; , also 
iamer möglich ist. Nun bt 
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Ä+l* *+3' f+l' " 

'i'fiaihe fortwährend abnehmender lichter Bräche ist: 
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1 .... ^ n^it V k^j • 
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6. w. 

(Hier» weiio wir der Kfirze wege»«. 



.1 



• 




1 


.... {k + 1) 




a?*+« 


1 


.... {k + 2) 






.1 


.... (k^2) 




a;H4 



Q. 8. «f. 

OiePateiixen 

ar f_^y ( \ f ^ Y 

Ziehten tanichs nlbent sich nun bekahntlkli (ler N«ll' 

inimer mehr und mehr und können der r^uli beliebig nahe gebracht 
<verdeD, wenn man nur den Potenzexponenten gross genug wer- 
^ Imt Also nähern sich luoch die Griisüen 



I t» ^ 



■■dnach dem Obigen folglich imn so mehr die Grössen i. ir 

, . :r*^^V a^f^ [ 1) f 

rriEiT)' i....(Ä+2)' i..,.(ifc+3)' 1.... , i> - 
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dm Noll, und kOoneii dmelbeo beliebig imiIi« gebracht werden, 
wem man diese Reihe mar wselt genug fofltoetst eder die Glieder 

weit genug von ihrem Anfang entfernt nimmt, wobei nach dem 
Obigen iiatQrltch imQiür v.orai|Bge4jBU^ vviF(\, da^s k^f^x, aUo 

^ ^ I <1 sei» eine Bedingung, deren ErMlbarkell In Mnem Falle 

einem Zweifel unteril^ Bieriluich ift;alno unser Satz voUstän- 
dig bewiesen^ 

^ ' £ B • a t sl 

Der absolute Werth des Bruchs 

aß ■ . • • - 

•••• n 

we X eine beliebige positi-ve oder negative Grösse, it 

eine positive gan/e ZaJil h e / e i r fj n e t, nähert sich der 
Null, wenn n in 's üueii <1 1 i r Ii e \\;icii8t, und La an ti er Null 
beliebig n a ii e gehrftohl .iv^rd^p« weuB man nur n gross 
genug oimmt. 

Ein anderer arithmetischer Satz, von dem wir in dieser Ab- 
handlung tiebrauch mM»en werden, ist der folgende 

\ .£ s i r « « t 2. 

Der Bruch 

1« + 2'» + 3« + 4« + + 



WO m eine beftUimmte un verfinderliche^osltlv.e ganze 
Zahl bezeichnen s n 1 1 , nähert sicli, wenn die positive 
gaiUise )i^aiil:fiMifi^'S Uiseu.diiobe xv^ächst, dier tiräu;»«.' 

'•V • • ^ .1 



bis so jedem beliebiges 'G*rade^ 

; i; • iterw i'l s. \ 

« 

Von der BSebtigbeit. .der »CilsMiang 
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riMlitaidi auf der. Stelle, weno mpiD auf .|^e||imiSe|||||. 
dieser Gleichung mit (l-f-tt) — ! multipMckt' Setseo wir nQii|jii 
als .poiitiv TorauB, so felgt auf der Stelle aus dieser Gleicbaog 



, iii4ii:i>i+i+i+..+i. 



WO il'die AnaaM «d^iCrfieder ier.Relbe aaf te -seebten Seite de« 

Ungleichbeitezeicbena ist; and 

WO wieder Ä- die Anzahl der Glieder der Reilie auf der rechten 

6eite lies Lu^leicbheitäzeicheiis Ut. Also ist ' 

was man kürzer auf folgende Art ausdrücken kann : 

Za bemerken ist indesa bierbei noch, dass, wenn dies richtig 
sein soll, aeiD muss, wie sich leicht aus den vorbergebi 

deo Scbifisseft van selbst ergiebt; fiir ist offedbar 



^tst nmn nun, k grösser als die Einbeit vorauagesetzt« — fiSr 
Uf 60 erbSit man: 

i * 

« ^ ■<*(i+^'>-*. . 

also» wenn man mit.;e^*. mnitiplicirt: - . . , 



oder 

Ar»-» < (1 + A?)»-f-a:^ +ir)*^*. 



Folglich ist 



üi 
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«■d. wcan wt nr^'i'^ 



«idi im Gt§UBB |^^ - | n jedaa befiebigen Gnde^ and c» 
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ittendt Brach ^ : " 

1 ... , , . > 

■b aoch der Gr&nze oii^ zQ jeÜem beliebtgeo Grade ni- 

kro, weDD n Uneodlicbe wäcbet, wie bewieseä werden sollte. 

•*J . '•> ... • * .11 " .1 . - . -.1. 

« 

Auch der Brucb ^ * 



likert sich der Gränze 



Ii - «' 



■ « « 1 M 



*1 . . ' . 1 < : III -|- 1 t ' • . T. ,j 



Ii*. r 



^'iitt jedeiD beltebigen €iräd4, wehib ii in*s Oik^^dlldhi» 

Dies erhellet auf der Slellct wenn man nur überlegt« dass 

l*f 2» 3- -f- 4»» >f .... -I- (n ^l)n ^ lm 2»» -f ^'^ ^ 4"* -f- -fn» 1 

j * . 

k(> und dass sieb — der INull nähert, wenn n la's Unendliche 

«ielMt» se dass «ich also pntfr.4if^«r V^^r^HSsetzang^ die ßrücjie 

Im ■!. 2m -!■ 3m 4m ,,,, ^ l)m " ' .'i 



«ifilielben GrSnze nfthera .müssen. , . 



Ausser den beiden TOrhergehenden Sätzen brauchen wir im 
Folgenden noch ein Paar Sätse Ton den MitteTigi^trsiM;' ^Ri^'^ 
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Jede Grosse, welche nicht kleiner als die kleinste .und nicht 
grösser als die grusste unter mehreren GrtMweo a, Og, a^, 
Ist, heisst eine Mrti^gf5»«« ^vitelien^leMDCrrllsieaf vod 0OU 
in Folg€Dd€ii durch 

b.^|i^c|in^t weiidei^. . . j . , V. , . . 

Es erhellet ans dieser ErklSrong« dass es sirlschen CSfllesen» 
die nicht sSmratlieh enter etoander gleich sind, nnendlieh viele 

verschiedene Mitteljjrösseii geben kann. Sind aber die gegebenen 
Grossen sSmmtlich eiuanrler cr'eich , so kann man nur jede^ dieser 
Grusseo seihst eioe Mittelgrüsse zwischeu allen Deoaen. 

X • . • • • . i 

I 

• I 

"Zusats* . 

Jede Grösse, weiche eine Mittelgrösse zwischen 
swei beliebigen der Groa»eD a, ai > Oi» 03 , .... ist»! Ist 
l|lj^SiMMW8?^f^^i?W»!«M"J fy?" 4le»0n Gröjssen. 

• •• « ' t. 

i Wenn «*naid ift swiel htolieii«|(e 4>^rO.Meii «»iid« so i«i( 
dAs Prodnct 

wo M{a, b) eine hellehige MittelgrSsse «wischen a uiid 
0'b'e^4if^lb»et, jedwieit-f ^tolflv-; «WMs «a« «»r Aieisee 

Producl auch.4^iiilf wenn, es verschwindet« als positiv 
betrachtet. ^ 

Wenn a>5 ist, so sind niieh I. die Differensen 

l>e&de positiv, und das Product. . 

iflt£bteüch.|ip«uiv _^ . , . 

Wenn a < 6 ist so ist nach dem so eben fieilieMeii'daB^PiodveC 
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positiv. AI«o Ul auch das Froduct 

Wann assh jbt^j^ 90 Teraclnrliidioip die CflfferfB^eii 

leide» and das Prpduct * ' ' 

ist fa||liefa. Will es vawhwi^dtt^ wi<)4Br poaitlv. 

) . J •■ " . «r? • ' . X '; :! ;* ; m* 5- .n • 

V ♦ 

3. Zt eß^t s atz. 
W«nn das Product 

fiiitiv ist, so ist A jederzeit eine Mittelgrüsse zwi« 
leUo a und b, oder i^t 



As=:M(a,b). -'.-^ 



Be vf eiji. 

WeoD das Prodnct 

ia^AHA'-b) 



«• . I II* ' 



verschwindet, so ist entwetler A — a oder A=ibj iq beiden Fällen 
aigo^-aachr L»slDeJiittei^ ;p 8 CTO 'awl^bsp<<MwA6tf WeDSidkw:l^odtt€t 

nicht verschwindet, so verschwindet keiner seiner 'beiden Tarfo- 
ren, und die beiden Fdctocen haben^ weil das Product oach der 
Voraussetzung positiv ist« gleiche Vorzeichen. Ist also a — ^>0y 
so ist anch A^b>Q, oder es ist a> Ay% f(ilglidl :ii< ü«dh L 
cioe MittelgrSase zwischea a ond 6. Ist a— il<0« so Ist aach 
6<0» oder es ist a<45;$^ /«feK^h ^ »ech 1. wieder eine 
Kttelgrüsse zwischen a und 6. Unter der gemachten Voraussetzung 
ikt also A immer eine Mitteigrösse zwischen a und £«^Wie be- 
wiesen werden solUe» . . ,» ^ ;i 



4 
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6run»rti M nuM mv fi mmUu it ihr Ukn 
iat» CO ist fir jedes positive oder negstiT« f .•-:.°-<u-; 

* 

Beweis. . . ■ i.«.. .. 
Die kieloste and grüMte Imter deo GrdaiMn 

Mien respecdve «mid eo i«t oach der VoraawetsaDg und nach 1. : 



Folglich ist nach 2. da« PrQduct . . . . 



positiv. Weil Dua 4?' immer positiv ist. so ist auch das Product 

I 

oder das Product : ' 

also aach das Product -x ■ . 



positiv, folglich nach 3.: ' 

^y). , . . .... 

Iff I • 7< I ■» *'< ** * "II J>i fl «ft • « • ^ • . ■ j «4 • 

ga, gai; ga^, -{110^, ga^,^., 
T9Api»n^.^.#o,i§^,^acjLl..Zfifl«t^^^ . .^i.,; «• 

I»!» d'v..'. '-r QA=:Miga, ^a^, Qa^, qa^, ?ci4>-.). * / 



■ 
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> \ ^irtmM'iiMiWMNai Mini.* - . 

4 

eist lfltt«lgff«»«e^sMseMiri>dieiij €}«58seo/i «-i n-,.»/: 

QÜf i^if ^O^» QOf» ^04 

^ \6tf ao lasst sich immer 

M(^a, ^fli, Qa2» Qa^, QU4,^'*») ^ Q3t(a, aj, a^, a^, 04,....) 
üben, wo wie gewihiiUcli . 1 

fioe gewisse Mittelgrö8s«.zivi»€heo dOA i>rv99ea • 
Hifl|)*M. bezeichoet 

Wfil nSmlich nach der Voiannsetzung 

-^(^Ä, ^«1» ^fa%, ^tfs* ^4»"") 
eiae MittelgrwsM ^zwischen den Grusseo . 

^a, ptti, ^fl», QttQ, ^04,.,.. 

** * ■ . ■ 

^ r 

i^vist nach «oaereiii obigen Lehraatvie 

Mitteigrusse zwUcheo den Grössen 

Qa goi qa^ ga^ ga^ 
^ ^ Q Q Q 
^ eisf» MittelgrOaae swiaehoD' den Gruase'n 



1 



a, Ol 9 iiji, 049...»; 
'^^güch kann man setzen: 

~^(^« ^oi» ^Os» Qa$,^Q94,.,M)^,M(a, Ug, tf«, Ht, a4»**«*)» 

wie bewiesen werden sollte. t : • . • . • 



f 



5. L ß k r * a i i,^ 

Wenn . 

AcrJtHa, 1%, 04».».) 
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l»t, 80 ist für jedes ^ m i t Bezieh ung- d*"^ ^'^^^ 
unteren Zeichen auf einander 



E e w e 1 «• 

Die kleinste und grüsste unter den 

Mten re«poctiT« « «Uly, «o Ist nach der Vora««8etzupg und xm^^ 

' 'j 

I # ' I 

• I 

Abo ist nach 2. das Produet' ^ 

md folglich offenbar auch das Prodncf I ' 

t„j.j_(^±j)j{(j±e)-(/±e)l . ,ii 

positi?. Daher ist nach 3.: 

Weil luni fllr» Grössen a±e offenbar beide lint«f ^^jj 

Gliedern der Keibe " ^ 

fl±^> «li?» «a±^» P 
Torkoannen» so ist oach L Zusats:- J 

ivie bewiesen werden sollte. ' 4| 



ist 



6. Ir^ÄriHl». 



Wenn g, «i, n^, r?*»--- beliebige, daije^CD^» 
Äi, 63.64,... snnniUlich Grössen mit einerlei Vorzeichen^ 
sind, deren Anzahl in beiden Reiben dieselbe isU 
i«l jederieit \ 



«+«1 +«t+«3+-" ?!i ^ ^ 



V 1 



B'e weis. 
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M; 0 ML 4*16 OlffiMnM 



ff 



6»-"' Ä^-«' 



i 



i auch die DiffereozeD 



a cTi ' Ott 

y-s-' '-51' r-^' J'-^"" 



iMGiA positiTk nuft naolv der VonMaasetzung ^die Grossen 
i>V^2> ^s»**- ftUe gleiche Vorseiclien haben> so haben auch 

k Producte 

*i%licb auch die diesen Producten gieicbeo DilTerenzen 

a — fli — tibi , — «^2» *'5 ~" > •••• > 

^^"^^^ifnch gleiche Vorzeichen* Also haben aacb die Sammen die- 
tc^ifereiuen 

■ «+•! + ««+«» + .♦.•— «(^-It6i + 6».+ 6».+ -^),. 
y (6 4- 64 + + + ••••) — (" f «1 + + «3 + •♦••) ; 

* ■ ■ 

^ folglicb aach die Quotienten 

y (6 f 61 -I- 62 + ^3 + ' • ') ^ (« + «f| -i- + g> + '**>) . 
'^cb die Grössen 



0 -|- Ol + fl2 "i" ^8 ~i- cHf*0| 4- ffg ' f" *.».. 



r 
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gleiche Voiseiclieii» Daliep*lst 4Im Itiodoefc 

ff + «1 -f q« + 03 ^-'''' A / «4-gi 4-fl2-f gj-f 'S 
* + ^1 + ...V VÄ +4k +^ +4| if ^ V 

posiü?» folglich Dach 3.fi i*^ n 

«f + + ff^ + 05"*+ ma, V 



i' 



^ + ^1 + + + •••• 
Also Ist Dach 1» Zuasts avch' 

wie bewteaen wenleo aollte» 



Setzt nian im Vorhergehenden 6==6i=6a=:6^s...*sl und 
beseicbqet ^die in jeöer; def^ beldien Reihen ^1 o«, 

«3,.... und 6, 63,....' entluiltcneVi Glieder durch n; so er- 

giebt dem.. Igen Lehrsätze ^QNa^tel|iar die .GlejehuMjj, 

ö + ffi + ^2 + «3 + •••• *#/ V 
• — ■ ■ • ' — ^ — 'z — = « C«» «i » aa»*«**) 9 

mm ^ 

WO a» Oll H^'t'mm.* ganz beliebige Grössen bezeieboeu. 

1 

Z w e i t e r Z n a a t s. :. ^- . . . 

Sind '^v fa^v;.. beliebige €r«iss€|D mit einerlei Vorzel* 

chen» ao bähen« darsnch die GrGssen 6» 61^^» ^««.f s&mmtlieh 

gleiche Vonelcb^ haben, anch die Prbducte - ' ' * 

♦ 

ßämmtlicb einerlei Vorzeichen, und es ist^ inlglicb nach dem obi- 
gen Lehrsätze: ' * ' ' 

ag^fii Qi \-02Q^-^^^fh-T '- _^/nQ ^ gigi «2^ ^^3(^3 \ 
Ä«+^i^i+^»^a+^3^3+-- ^i^r 6a^' 6a^«'"*/' 



also 



Füf 6=:6|=62 = 63 = .... = 1 ist iülgUcli ' 'IT« 
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• oder 

. I» dloMT ^vldchaog Ut der folgende in vldee BexUbiiqgeo 
wUbt^ Sate enthaltoD : 

Wenn a, a^, 03».... beliebige, dagegen ^> ^» 
^3,.... Grossen mit einerlei Vorzeichen sind, ao wlfd 

das Aggregat - • 

«9 4- Ulf i H* «s^ft + «tfo 4- ••i- 

jederzeit erhalten, wenn man das Aggregat 

^ + ?! + ^2 + ^3 + 

init einer gewissen Mittel grosse zwischen den GrGs- 
een o, ai/o^« a«,.... multiplicirt. 



IL 

Von den Gränzen der Differenzen Terliftltniese der 

Fanctieoen. 

§. 1. 

Wenn y =r f(x) eine beliebige Function von x ist, nnd man 
iSeet in derselben die veränderliche Grusse x die beliebige Ver- 
änderung Jx erleiden, wodurch x in x-\-/Sx übergeht, so wird 
die Function f(x) in f[x-^Jäp) fibergeben, foiglicb die Verfinderang 

f(x-^J3i:)'-f{x) ' 

edeideo. Diese Ver&nderang der Fonction f(x) pflegt man aucb ' 
die Differenz, eigentiicb die irrste Differenz, der Fnnetion 
^ss/t«) zu nennen, nnd dnrcb ^f(a) oder Jjf an beaeicbneo* «0^ 
dass also 

Jjfz=:Jfix)=:f(x-^Jx)^flai) 

tat 

Wenn man Ay=^^f{pc) als eine neue Function Ton x betrachtet, 
nnd darin wieder x in x\Ax übergehen lässt, so nennt man die 
dadurch herbeigeführte Veränderung von A^^^f(x)t nämlich nach 
dem Vorhergehenden 'die erste Differenz von A^'^^fißt), die 
sivelie Differenz von y^f(9)f nnd bezeicfanei dieaelbe dnteb 
A^ oder 4^x)b eo daas also • r 

TbsQXua a 
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• « 

Mi 

Betrachtet man J'^z=J'^f{x) frieder als eine Function von x 
und Ifiigtst x in x-\-Jx tiba^hen, so nennt man die dftdvrcb ber* 
beigefuhrte VeräodeniDg von A^tß^d^f{x)t «ioiKcft a^di 4eil 
Vorbergeb«iideB die erste Differeex vod J^f=^Pfl^, die dt-itte 
OlffereoB tod jf=/(jr), md beseidiDet dieselbe defch oder 
A*f{x)t eo dees elee 

iet 

Wie man evf dieee Art weiter gebe» kenn, erbeiiet blemoe 
ecbeo mit TSIIiger Deetiiebkeit, und ee ist daber allgemein 

= ^^f(x) =5 Ä A^f(x\ 

*■ 

\. 2. 

Die Verliiltnieee oder Qaotienten 

^j; Ax * 

n* e« w.» 

A^f[x) 

0. e» tr* 

nennt man nach der Keihe das erste, zweite, dritte» ....iite«.M. 
Differenzenverbältniss der Function y=if(x). 

Wenn man mra Ax sieb der Noll nXbem lässt, so Dähern 
eich freilich auch die Differenzen 

d3i=^^f{x), z*2y=^*/(a), ^=^/(«), J*g^Jtf^),^ 

jede fiir 8i< h oileiibar der ISull. Dagegen werden mch anter der- 
eelben Vorauftsetsong« wenn eämlieh 4^4? eicfa der Null nfthert, die 
faMuenvekbiltiiieee 
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Ahl j^m 

ganz bestimmteD endliehen GrSnxen« «relebe der Noll gleicb, aber 
auch Ton Neil Tereehiedee sein können, nflbera kOnnen» denen 
man diese VerhSItnisee beliebig nahe bringen kann, wenn man nnr 
nahe genug bei Ifnll annimmt. Dlm Ikier imth Beispiele Mf 
erlSntern, würde ganz unnütz sein» weil wir im Felgentfett seht* 

) viele Fälle betrachten werden, wo sich die wirkliebe Existeni 
solcher Gränzen mit grösster Bestimmtheit und Deutlichkeit nach* 

• weisen lässt, womit jedoch auf der anderen Seite keineswegs die 
Behauptung ausgesprochen sein isoli, dass es in allen i allen der- 
gleichen Gränzen wirklich pjeben müsse, was zu einer p^anz fal- 
schen Ansicht von der Sache führen würde; vielmehr tiuiss die 
Existenz diesei Cränzen in" jedem einzelnen Falle besonders nach- 
gewiesen werden, was auch im Folgenden immer ijeschehen wird; 
wo wir aber von solchen (»rän/en im Allgemeinen sprechen, m>II 
jederzeit stillschweigend vorausgesetzt werden, dass deren wirk- 
liche Existenz durch irgend ein Verfahren schon streng nachge- 
wiesen worden sei. 

\ Wir werden die Grfinzen der Verb&ltniase 

Aa^'^ Aaß ' 

Ax^ Ax^ 
w« ■ s» w« 



III » 



,Aai^ Aal^ 
%w ^ 
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mter der VwMiitliiiiig, dm Mk dar !MI BÜwrt, 

ti?e durch 



u. s. cv. 



Lim das abgakttiile ialaiiiische Wort Liibm ist» «dtr 
IIiw4UmIi dnreh 

f{x), ro'h ri^)f pn^h*^* /^-jw,-.- 

h^tekhuen, so dass also 

Lim^ = Lim -^i" , 

O. 8. W. 

At.)(,)=Li.g=Li.^, 
a. a. w. 

iat 



Die Gränzen der Differeoaenverhaitiiim der FuDctioneo, nach 
dar im ¥orb ergehenden Paragraphen gegebenen Definition dersel- 
bea, aind in der ganzen Analysia von dem vielfacliaten and wich* 
Ugaten Gebranche» and es laaaen aicb Yon denaelben aneh aiae 
aiamUeb groaae AnaaU allgemainar Sitae beireiaen. 
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tfon den unenäUcken Reihen, 21 

Liii ciii Üeispiei eines solchen allgemeinen SaUes su geben« 

^ei einmal 

'i a einen coastanten Factor bezeichnet« Dann ist 
Folglich ist gans eben so , ^ 

od« 

flioaitö ergiebt sieb auf dieijelbe Weis^ 

J^F{x)=za/Pfix). 

ITie man aef diese Art weiter gehen kann« ist klar, und es ist 
^Üdi allgemein: 

^"F(x) = aJ"/{x), 

m 

«Im auch 

J»F(x) _ J^/Xx) 

L&Mt man nnn ^d; sich der Null näbern, so ergiebt sieh, hier- 
m auf der Stelle durch .eine gans einfache Betrachtung auch die 
GWchoag 

J^F(x) J"f(x) . 

liim — . - -ssALIm j^ -> 

*fottderfan Torhergebenden Paragraphen eingefiihrtenBeseichnung : 

Ft»){ir)=ff/C)(ar). 

Weon also 

80 i«t immer auch 

#T«)(ar)=:=a/("K^); 



oder 



wenn 
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ist, wo y uod F FwictioDeii tob x hezeichDeD« so Urt immer auc 



uod 



Aehnliche allgemeine Satze von den Gränzen der DifferenzeD- 
Verhältnisse ivie dieser eiebt es v'me '^Yns^cre Anzahl; dieselben 
sind jedoch sammtlich $o ^iofacb und durch sich selbst sogleich 
Terständlich, dass ich eine besondere Erurt^niog derselben hier 
nicht fiSr odthig halte» lodern diese Sätie, wo sie im Folgenden 
tor Anwendang komme» wer^n» j^wiss einem Jedeo sogleicJi ron 
seihst eioleaehten werden. Nor ein Sats dieser Art flcli«iot mir 
eine nlbere und genauere Erlaoterong an bedürfen , die Ich dalür 
Im folgenden Paragraphen an geben verüben w«rde. 

5.4. 

Wir woUeu 

und, immer unter der Veraossetaong» dass Jjp sich der Noll nähert, 

I 

also, wenn t eine beM^, aber bestimmte Grtae be aeich n ct , anch 
setzen. Man ist offcahar 



JUm ||-- 



a 



1 



\ 
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Xiässt man nun und i sich zugleich der ISull nahern und setzt 
eben deshalb auch /Ix ftör i, so erhält mau aus vorsteheudec 
Gleichung die Gleichung: 

_. w{x-\-dx^dx) — fp{x, ^x) - . '^x-{-^x) — y\f{x) 
Lim ^ =Lim ^ 

riach dem Obigen ist aber 

J*f{x)^JA^'^f{x)^ip{x-^Jx, dx) — (p{Xt Jx) 



and 



und 



A Lim ^^.^t = ^(jp+^Of) — iK*) 5 



folglich nach dem Vorhergehenden) 

L'^^^Ssr^*^"» 25 ' 

oder, weil bekanntlich 
ist: ' . . 

= Lim ^ 

eine für das Folgende sehr wichtige Gleichung, von der wir häufig 
Anwendung zu machen Gelegenheit linden werden. 

Wenn y^f{x) Ist» so Immr »m dtae Gtoiirhm^ m^^.vi 
folgende Art anedrOeken: 

Dieselbe wird gebraucht, um aus ad^r , 
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« 

Lim^ aus Lim.^^ 
abzaieiteo, und ist daher» wie scboo enooert» sehr wichtig. 



UI. 

Die FuDdameotaUheoreme der EntwiekeliinK der Fnie« 

tiooeo in Reihen. 

Wenn /(^) eine beliebige Fonetien der TerSnderlichen Grosse 
X bezeichnet« eo iroUeii wir Ittr jede dnrch k bezeichiiete poeitive 
ganze Zahl 

1) yi,z=if{x\hAx) 

setzen. Dann haben wir in gewöhnlicher fieaeicbnmig die folgen- 
gendea Gleichnngen: 

n, s. w, , 

durch deren Addition auf der Stelle die Gleichung 
erhalten wird. Also ist 

Läset man in dieser Gleichung sc in x\Ax übergeben und zieht 
TOD der dadurch herTorgeb enden Gleichung die Gleichung 2) ab« 
■0 ei^flt nao offenbar die Gleichung 

Jt^k=iJif-^ JJif + AAifi + .... + AA^k-i , 

also Sn abkOrzender Beseicbnuog: 

felglicb oaeb 2)* 
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pon den unemUicAen Reihen, 
ib «. tr« 

also ! . 

häast man in der Gleichung 3) die Grusse x in aa-i-Jx über- 
gehen und zieht von der dadurch sich ergebenden G)^i«|ifP|iig, dfe 
Crieichifiig 3) ab» so erhält man offenbar die Gleichang 

a]«o in dikfiraender BeaeiclinnBg: " " ~ " t 
folglich nach 4): -T^ . i ^ 

u. ^ s. vv. 

also nach der Lehre tod den figurirten Zahlen: 

r 

1) . • 

. , (^-2)(Ä:~3) .2.1 

+ ^ — — ^^y+ — — ^^yi+. ^V-.- 

Lässt man in der Gleichung 5) die Grösse x in x^Jx über- 
gehen und zieht von der dadurch erhaltenen Gleichung die Glei- 
cbiuig 5) abj so erhält man offenbar die Gleichung 
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o. V. 

2.1 , 2.1 ^ *2 1 ^ 



8) 1.» -'^"^ — 1:1:3 — -T^ 

"•^ TO 1X5 




•te, wem 4er Kine wegea 

Setxepi wir jetsi .;:;} .,^,1 

f Üigmzea by <^üOgle 



9m den imetuUieAm äeiäen, 97 
flo ist nach II), wie 'leicht gefunden wird: * «. ' ' 

13) /(^ + i)=y+f -2 \ ' 

1. 2 ' Jx^ 

. ,1 . . 

+ 1.2.3 



u. s. w. 



+ 1.2.3,...3| '.^Ä» 

und - wenn wir der Kflrze wegen 

14) tfli» = 

1)« + - 2). + (ifc - 3u + ....Tii;^ 

seUeo, so ist nach 10): 

Ä.= K^- 1), + (* -^2»,» + (Ä-3)i, + ff. l iW«"-!-*» 
also» weil nach der Lehre von den ügiirirten Zahlen ' 
i^i = (i^^ 1). ^ -K (A -3>, + ... H- ff. 

ist: 

16) Rn=^k^xSl^^ai^^, 
oder, wie man sogleich übersieht: 

1.2.4. ..,(11 + 1) 

Weil aber die Grossen 

(Ä — 1)«, (Ä— 2)„, (Ar — 3)», Rb 

offenbar äämmtlicb positiv sind, so ist wegen des Ausdrucks 14) 
nach einem bekannten Satse Ton den MittelgiSssen (L §. 3.6. Zwei* 
(er Znsatz.): 
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nod folgllcli oacb 16) : 

18) Ä = 

1 . 2 . a .... (/i + 1) ^ ' z^Är'»^* 

also nadk 13): 

1.2 

+ 1.2.3 'zia.^ 

. t(t--^ar)(t— 2^iar) l)^a?) ^"y 

+ 1.2. 3.... it 

^ 1.2.3....(» + J) . ^ar»+i*-"* ^x'^^^ j 

■ • 

Wenn man nun /; ins üoendiicbe wacbsfn läfist» so näbeil 
wegen der Giekhung 

i^kdXf also 4^4: 

i 

die Grosse sich der Nall> und die Grössen 

t(i-^x) 
1.2 ' 

1.2.3 

1.2.3.4 • 

I(t— 4jr)(l-"2iljr) .... (I— (n-^l)ite) 

1.2*3 «M. II 

l.i.S-(ii+Ji) • 
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wobei man iiieht «nbeaelHet lawen ibiim» dass n UcrM als con* 
stawtaa bctraebtaa iat, D&beni alcb foigKdi reapMtiFe deo GrSosen 

* 

1:2' rO' 1.2.3.4* • l.2.ß....»' 1.2.3^..(«HiT) : 

Ferner nähern sich, weil sich der Null nfihert, die Diffe« 
leiizenquotieoteD 

^9 -^^y 

ito* ^ar*' ^* , . 

lespecÜFe den Gränzen 

fix), rix), rix), n^{x), /w(ar). 

Weil eodlicb bekanntlich naeb 1): 

y=^f(x), 

• ♦ 
U. 8. W. 

ist, und offenbar j wenn Ja: »ich der Null nähert , die Keihe der 
Grossen ^ - 

a, x-{-Jx, x-\-2Jx, y x-\-i—(n-\^})J:c^ 

'** 

deato geDaner» je näher der Noll kommt, die atetige Zahlen- 
veibe vqd a? bis a-^i daratellt; ao stallt die Reihe 

desto genauer > Je nfiber ^j? der Nnll kommt, die Reibe der Wertbe 
dar« wetehe .die Faaction f(u) erhält« wenn man alcb ti von u^as 
bisnasa?4-]i atetig verändera lüaat; und die Reihe 

A«+hi^ ^n+i^^j ^"+\ya ^'*^^'y*>Ht-i 

stellt daher desto cjenaner, je näher Ax der Null kommt, die Reihe 
der Werthe dar, welche /'("+^)(?/) erhält, wenn man sich u von 
^'=.x bis u^x-\-\ stetig verändern lässt. 

* VerSadert aieii nun aber («) selbst stetig, wenn man sieb' 
s Ten ti=:i; bis u^X'\-% stetig verändern läs^t, so moss offene- 
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bar jtidti Miüelcjrösse zwischen allen den VVertbeo, u eiche 
erhall» wenn man ^ith n von w^x \\\» u=a:^t titeilg verand 
lässt, einem dieser Werthe von f^^-^^Hu) gleich sein, welcl 
f{n\i)(u) erhält^ wenn man für u einen gewissco bestimmt 
■wischen x und a-^-i liegenden Werth setzt; und da man, itc 
^ «la» gewisse posHIve^ die Einheit nicht ilbersteigende ißfvt 
beseiebnety jede Mitteigrusse zwischen a und- otfeubar dui 
X 4- Qi darstellen kann *), ao wird man jede MittelgrOsse zwisch 
allen den Wertben, welche erbSit, trenn man sieb 

von ti=ar bis tt=ip-f t stetisr vcrfindem ISsst, unter der Voran 
Setzung einer stetigen Vcrautlerung von ut dem Inte 

valle ur=x und u=x-\-i, durch (.r -f- o/) ausdrucken könne 

und < s wird aiNO naclj dem Vorhergehenden, immer unter di 
Voraussetzung, dass k in s Unendliche wachst« offenbar 

gesetzt werden können. 

Nimiiit man jetzt alles Vorhergehende zusammen» 80 wirf 
man nnmittelbar zn dem folgenden wichtigen Satz^ gefilbrtt 

Lehriatz. 

Wenn f{x)^ f(x), fix), f(xh f^^x) , fim(x) aämat* 

lieb endliche vullig bestimmte Grossen sind, ndlti 
/T»fi)(ii) sieb stetig ^verändert» wenn man sich »vonnsjr 
bis u^x-t-i stetig verändern lasst, so ist 

if 

• 

wo ^ eine gewisse positive, die Einheit niobt Uber* 
steigende Grösse bezeichnet 

Setzt man fn vorstebender Gleichung x^^O wä i^x, so •^ 
hlit man den folgMden Satz: 



*) Wenn p eine positive, dir l'inlieit nicht ubrrstri<;rnilc Grösuf. 
also eine Mittelgroße xwischen U und 1 ist, «o ist p — .1/(0, ij, fol<: 
Uch DSdi belcamiteB Sntoen von den Mitlelgröasen (i.$.aw 4.) f<s=if(0, Oi 

«Im fmer x-f «/=4ir(j;, a-fO* nach 
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• tjt € h t » a i T. " 

Wenn /"(O), /"'(O), /"(O), ^'(0), /^'^O),...., /"("UO) ^ämmt- 
lieh endliche völlig bestimmte Grössen sind und /'^™+*)(tt) 
sich stetig verändert, wenn man sich u von ti=0 hi» 
tf=ar stetig verändern iiisstj so ist 

wo p eine positive, die Einheit nicht fihersteigeDde 
Crrosse bezeichnet* 

$. 4. 

Die Ansahl 4er Qiieder der Grösse 

Ä.=(A:-l)«^'H^^+(A:-2),i^»+Vi+(^-3M"+*ya+'..+ 

iit ifc— II, and nach einen bekannten Satse von den Mittelgruaeen 
(I. $.3.6. Erster Znsats.) Ut foiglieb 

> 

eine Mittelgrösse zwischen den Grössen 

die wir dur^ch ^ - 

bts^ichnen wollen. Folglich ist nach dem Obigen 

oder 
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also« wenn wir mit Jaf^ nnter dem Zeiclien M mnltipliciren, wa 

nach der Lehre von den Mitteigrussen {}, §. 3. 4.) belcanaftllcb ve 

stattet ist 9 und bemeikeu» dass offenbar 



und 



» ♦ 



l« - 1.2.3».« 

Va (t-a^a;) o:) .. .. (»-(n+2)^x) ' 
(A-3). ^*«= l.i.S....« 

^ O. 8. W* ' 

(i-^ (ife - n) Ja) (i—jk-^n + 1) Ja) ..^ (i^ (k^l)lJx) 
K2.3....n 

(i^Jx) (i'^2Ja!)^^(i^nJx) J^y 
1.2.3....« '^«•+1' 



i.2.3....n * Ja!^^' 



u. s. w. 



{i-^(k-n)Jx){i--(k^n-^\)Jx)^^{i-{k—liJx)J^^^y\ 

1.2.3....n Js^ 



odet, wenn wir den Factor 



1.2.3*«..» 



vor das Zeidien Jtf neimen» was nach dem schon vorher an^lj 

wandten Satze von den Mitteigrussen (I. §. 3. 4. Zusatz.) verstattet iztt 



n. 



(I j \ ^ (1 } >--S? 



m 




fiffi*!T ^j- der NnJl kAinial^ 

am. 




iBir Fl 



(1 



^hjilf rf>rin nisn»> «icfi in derseib«! a caa J Jis -ieiic 



«rteti^ , ^cftHi man aich u vtm ') 'tts ' stetig w^räntirm iäs#{p. 
wjfd mafi . mrf**m man «irli immer v m» Cnenaliche -raehsiai^ 
deökt, jede Mittgtgrwüfi^* 2 

hem%eimeT\ lf >fntcii, wo 9 wieder eine sewtsse posittpe» 




und wir haben daber jdil itM 



Wcnr^ /''.r), Z'rj-), r''^)^ f^'T\ ff^fT\..,.fl»:(x) sfkmmt' 
Vtf.h endliche xr.iin^ bestiramteGrujj^se :: 5 i ad and /"''* ^^^n) 
«teh stetig ye ränd ert, wenn mao sieb at VOB «=x bi« 
m^Jt^i BMlg verändern iäast, »e Ut 
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mm äm unemM^Mem tMkem, 

m 

I 

WO Q eine positive, die Einheit nicht übersteigeode 
Grösse bezeichuot. 

Setzt man in vorstehender Gleichung x=sO und t— 80 ei^ 
hüt man deo folgeaden Satz : 

Lehrsatz, 

Wenn /(O), f'(P),f"(0), /'"(O),..../^") (0) sämmtlich end- 
liehe vullig bestimmte Grösseij sind und /'^"+^)(m) sich 
stetig verändert, wenn man sich u von u = ü bis u = a: 
stetig verändern lääst, so ist 

WO ^ eioe pooitive» die Einheit nicht dberoteigende 
GrSsoe bezeichnet. 

{. ». 

Zwei bestimmte Wertbe der veränderlichen Grösse in der 
Fmiction f(a:) wollen wir jetzt durch a und der Kürze wegeft durch 
X selbst bezeichnen. Th eilen wir dann die Dififereoz oder das 
latenrall s — a in it gleiche Theile, wo natürlich n eine positive 
ganze Zahl bezeichnet« und setzen der Kfirze wegen 

n 

<o ist nach {. 3.« wenn wir alle dort wegen der Stetigkeit der 
Fnoctlonen gemachten Voraussetzungen auch hier ohne weHü« 
besondere Bemerkung stets festhalten ^ indem 

• • ' ' ' ' 

Ho» dl» Q99 ih»—' ^»-1 

hafter poeitiTe» <Re Brahcit nicht übersteigende OrSasen heaeichBeBS 
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« 

f{a + 3ö =/ (a + 2t) + j / (a + 2*) + j^n«+2*+iPaO* 

f(a + 4i) =/'(o + 30 + j-r (« +30 + y^(a+3»+^l), 

8. w.- 

/(« + m| =/(a + («-l)0+j/''(a+(»--l)0+I75r(«+(»--l)*-i^ 

A« + 0 - A«) = »/^ («) + ii*r ( « + ^) » 

/•(a + 20 - fifl + 0 = »/' (o + 0 + f" (« + » + 0 ' 
Aa+3t) = (a+30 + l<»r(a+3i+ ^0. 

I 

u. s. w. 

/[«+irt)_/l[<,+(«-l)<)«y'(a+(«-l)0 + 4iar(a+(«— 

Addirt man alle diese Gleichungen zusammen und hebt auf« 
waa eich aiii')iebeD iSssi» bemerkt aucb augleicb, dasa 

4 J 

ist» 80 erhSlt man: 

+ii*tr(«+«oö+/>+H9iO+r(«+2H^iO+..+r(a+(» 

Nach einem bekannten Satze von den Mlttelgrüsae« (L$.3.& 

Lriter Zusatz.) ist aber jederzeit • 

+ Q.j^ f rva+HgiO+/^fl+2t+faO+....+r(«4'(«-t)»+gi»- 

n 

eine Mittelgrüsse zwischen den Grussen 

« 

alae 

r=:3iriuU<>i% na+ii-Qii). r(a+2»+ea«V., A»H»-1)«+^* 
folglich 
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Dtkr iit Dteli den Obigen : 

M-M = i lf'(a) i- f\u + i) + /"'(a+äi) + ....+ 

d^r, weil ni=a; — a ist: 

/[ar)-/fa)=:i{/'(a) +/'Ca+i) +/-'(a+20+..»+r(a + (w-.l>01 

fli(«-o)ilf{r(/r+j^O, r(«+t+i>iO* /•(«+(«-!)»•+ 

Weil nan bekanntlicli 

^0« ^1» ^> ^3>'«'- ^a—l 

lioter positive^ die Einheit nicht ubereteigende Grössen sind« so sind 

+ a + 2£+^*,,... ii + (it— l}»-f . 

laater Älittplijriisseul /vuseheri « und u-j ui, d, i. zw ischen a und 
^, lüil unter der Voraussetzung^ das« /"(tf) sich stetig veräii- 
H»eno man sich ti von ti==a bis u=a! stetig verändern läss^ 
iMman also nach einer schon im Vorhergehenden niehrmals 
ifnnndten Betrachtung 

= «)) 

i^etzea kunneD , wo q eine positive, die Einheit nicht ubersteigende 
Crtue bezeichnet , Also ist nach dem Obigen 

([x)-^fia)=zi{f(a) +r(a+i) +r(a+2i) + .... + /'(a-f (n-.l)i)} 

+ - a)f^{a + i^x - a)). 

i-isüt man nun n in's Unendliche wachsen, also t sich der rinli 
Dähern, so nähert« weil unter den gemachten Voraossetzongen 
«lenbar 

^ endliche Töllig bestimnite Grosse ist« die Grosse 

i»(ar-a)r(«+^(*-a)) 
üch offenbar der Aull, und nucti dem Obigen nähert äicb folglich 

iif\a) +/'(«+0+/"(a+20+....+ /"(«+(«- 1)01 
^ Griue 
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• • 

Weü . 

«ich offeobar d^r Null nftbert> waoii n in*« Oneiullldi« wfioiis^ 
also i sich der Null oähert> ao lunn man äoeh sagen , daas 

dch der GtliiM 
Ulbert, oder dase 

f 

die Grlnae Ist, welcher 

sich nahtft, weuii » ins Ünendiiche wächst , also i sich der Noll 
nihert» 

Hierdurch gelaagcn wir also zünden folgeoden Säizea: 

Lehrsatz. 

Wenn f\u), fin) endliche yOllig bestimmte 

Werthe behalten oder sich stetig Sodern» weon man sich 
»iren nss« bis Kssir «tetig rerändern läset, und 

3- — a 

' geeetst wird, eo nShert eich 

+/■"(« + «■) +/'(« + 20 + .... +/•' (o + {.n 

der Gränze 

< 

Uder es Ist 

«Idm.« A«)+r(«+0+^'(«+20 + - 4- /'(«+(ü- 1)01» 

wenn man « In's Unenditehe waehsen» also i Bich der 
Noll nfthern Iftsst 

IMcsea Sats hann man aaeh anf lolgende Art ansspreeheo 
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Wenn /"(i«), /''(m), /"(u) endliche, völlij? bestimmte 
Werthe behalten oder sich stetig ändern, wenn man 
sich u von u=:a h\$ u = ;p stetig veräuderu lässt, so 
nähert sich 



der Crrfinze 
oder es ist 

wenn man die positive ganze Zahl« in's UnendlicliC! 
wachsen lässt« 

Nur eine wenig veränderte Form dieser Sätze siod die folgen* 
den Sätze: 

Lekriatt, 

m 

Wenn /(ti), /'(«), f(u) endliche, völlig bestiramte 
Werthe behalten oder sich stetig ändern, wenn 'man 
sieh tt von it=a bis u^as stetig verändern ISsst» und 

gesetst wird, so nähert sich 

£lA«) + r{«+0+/'(«+20+-.+r(a+«0| . 
der Gränze 

oder es ist 

ssLim , i \ r(a) + ('(a -fi) + /'(a + 2i) + + ^(a + »0 !. 

Wenn man n in s Unendliche wachsen, also i sich der 
Null nähern lääät; 

oder: ' ' 
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WeiiB ftßh f(mh rW endiiehe» vSlIig bestimmte 
Wertlie bebalteii oder «icb stetig &odern, wenn mma 
eieb '« Vod u = a bis «=:;r stetig veriadcrp llsst, so 

nähert sich 

der Gliome 

■ 

oder es ist 

WODO man die pesitire gsose ZabI n in's Uoeodliebe 
wscbseii iftsst 



iV. 

üeber die Functioe (i-f«)^- 

j. I. 

Wir wollen zuerst lür 

WO f» eine t)eliebige positive oder negative» ganze oder gebrocbene 
Zabl bezeicboea soll, die GrSsse f(i3c), nSmllcb die Gr&nze zu 

bestimmeo suchen, welcher der DiülereozeDquoüeot ^ sich nähert, 
weno Jx sieb der Null nähert. 

ZooSchst Trollen wir den Fall betrachten» wenn fi eine posi- 
tiTO gaaxe Zabl ist. Offenbar ist 

= (a + + Ja)) {a + ö(x+ (a + Äa?)/', 
also» wie man sogleich übersiebt: 
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und folglieb 

Ax 

=6(0 + 6 (o: + (a + 6a;) ^ ■ ^ ^— ^ 

Lässt man jetzt in dieser Gleichung Ax sich der Null nRhem 
ood geht zu den Gräozeii über^ so erhalt man offenbar die Gleichung 

Lim ^ (<» -f 

oder, wenn man der Kürze wegen 

9(ft)=Liro ^ 

Mtit, die Gleichu^jg: 

= 6 (a + + (a + 6«) 9>(f*— I). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Relation eri^iebt sich nach 
und nach, weil ^nach der Voraussetzung eine positive irauzeZabl ist: 

=6 Ca -I- bxY^^ + (a + hx) ^(fft^l) » 

yQi— 1)=% + (a + 6j7)9(^t— 2), 

9(ft - 2) = 6(a + f (d + hx) 9<fi— 3) , 

II* 8* W. . 

-» » 

9(3) == b{fl + 6^)2 + (a + 6^) 9(2) , 

. ^(2)=d(a + 6*)*+(« + 6ar)9(l). 

M^itipUcirt man jetzt diese Gleichungen nach der Reihe mit 

Ca+6«)0, (a\hxy^, (<i+ä«)«,C..., (a-|..6^)»-», (a+Äx)^-«; 

addirt sie dann zu einander und hebt auf, was sicli aufheben 
Uisst« 'sd erhält man die Gleichang 

9(^) = — 1 ) // (a + bxy-^ + (a + 6ar)A»-i 

Nun ist aber 



« 

■ 
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Crmmeril 



aba» weil Immm» d. k ttr jete Jm^ 

Jx 



odcf in b(dkftoii.icf Ucz&iciiUUQg: 

Wmb fefMK ji cfaM negafiv* gaa» Zahl M, w Min 

u iiUü — ^ ciiits positive gaoze Zahl ist. AUo i^t 

1 1 



4F = 



(fl + 6 (j: + (a + 6j:)-#« 



folgUcb 



LiMt BiMi NB Id dieaer Gleicbimg Jx sich der Null oihem imd 
gebt sa den GiSnieB über, ao erfcÜt nma iiSBnbar die (olgende 
GleiehoDg : 

Weil DDD aber — eine positive ganze ZabI iat« ao iat nach dem 
veiliar betacbteteE Falle eiaea positiren ganiea EzponeDfen s 

lim ' SS — ^6 (a -f bx)-f*-^ , 



I 
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■ 

Lim ^ =: - (a -I- 60:)^. — .|it6 (a + , 

i«|giidi 

, idche Formel gans ^it dem im vorhergehenden Falle gefuode- 
ni Reenltate übereinstimmt 

Wtno ein positiver .oder negativer Broch ist» so wollen wir 

^ g 

rnktm, wo p eine positive od<^r negative, q eine positive p;anze 

IM äeiu soll, wa^ immer auzuiiehmeu verätattet iöt. Danu iat 

» 

p 

dn 

s= (a -f 6df)P. 

fawn wir nnn w in 3S-\-Jx tibergehen , so geht jß 11^ y ^ 
hs, and vorstehende Gleichang wird: 

folglich durch Subtraction der vorhergeheoden Gleichung von dieser : 
(y + ^^)' — ^ff = (a -i 6 (o; + ^a:))P — (a -f 6^;/' , 

md bierans: 

^ ±^ ^ 

Mhert sich nun Jx der Null, so nähert sich natürlich auch Jy 
der Null, und es ist also für der Null sich oalierode Jx und Jy 
ofieobar : 

(a+6(dr + z/a?))P— (<i+6ar)P 

— s ' 

.Lim-Ä.— — - — — , , 
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Well aber-p ond 9 ganse Zablao «M, ao lat raeb deai 'baideö. 
▼arhergehenden FäUeo: 

Lim 2i = />6(a + M^-i, . , 

I 

aläo nach dem Obigen: 



oder 



Folglich ist auch 



oder weil 



uit: 



alao 



oder, weil ^ = (04- fta?y* ist : 

/'(ar) = ^ift(ii-|- 

Hierbei ist aber noch Folgendes zu bemerken. Wir wollen 
dea Bruch f» immer in den kleinsten Zahlen ausgedruckt anneh* 
men. Wenn dann der Nenner ^on ft eine gerade Zahl ist, so 
darf a+bx nur positiv aein, «peil sonst ff = {a+bx)f* imaginfir 
sein Trflrdey wir aber najtfiritch bei diesen GrSnzenbetrachtangen 
alle Grossen als reell vorauszusetzen genuthigt sind. Weil vur 
uua vorher 

fanden, so hat in (rH'>eiii An^flrtifk« in dem Falle, WO der £*^eiuier 
von |i eine gerade Zahl ist, der Biuch 
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»ty=(a-f^y gleiches Voraeiefaen; upd da nao torber 

(esetif vrurde. so mass in dem in Rede stellenden Falle in der 
hnpel 

/'(a?)=:fi6(a+^)/'-* 
loch (a-|-6a:)^-^ stet« mit 

TOD gieicbeni Vorzeichen gepommen werden. 

Ads alieni Voriiergebeoden ergiebt slcfa» dass fÜr 

a völliger Allgemeinheit 

f(ar) = j»6(a+6d?>"-» 

wenn man nur beachtet , dass In dieser Formel in dem Falle, 
fi ein in den kleinsten 2ißhien ansgedrfickter Broch mit gern- 
^ Kenner ist. Immer 

nit demselben Vorzeichen wie 

genommen werden muss. 

■ 

§.2. 

BekanntUck (IL $. 4) jst ailgomein 

Um nun diese Gleichung anf die im ▼orhergehenden Para- 
s^aphen betrachtete Function 

y=rt«) = (a + 6af)/* 
^zuwenden» haben wir zuvörderst nach §. L: 
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und folglUSi» weil nacb j. 1., wem naoifi— «^1 für dai dortige ^ «etst» 

/•(*)=rti-i)**(«+te>^- 

Perner bt 

■bo» weil nach §# 1., weon mao f»— 2 för das dorüg;e fi setzt, 
uioi 

ist; 

Aui ixiiniicbe Art ist 



Lim 0» - 2) 6 (« + ft*)/«-» 



abe, weil nach $. wenn man ft-*3 fIBr das dorfige ^ aefat, 
iat; 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, und auch das 
allgemeine Gesetz der gefundenen Ausdrücke* erhellet hier schon 
mit YdUiger Dentliclikeit. Wenn n&miich 

istj so lai Tür jedes positive ganze ni ' 

' • • • 

mit der Bedingung, dass man» wenn f» ein in den kleinsten Zah« 
len ansgedrCickter 13 roch mit geradem Neaner ist, in der ▼orale- 
hendes #ormel (a-f te)^* Immer mit demselben Voiaeieheii wie 
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nehmen muss. was in der Folge, auch ohne besondere Benier- 
kuüg, ßteto leatgoiiaiten iverdeo soU« 

«{ie]»tMch aus dem Vorbergebendm anmltl^bar: 

■ 

Ist f£ eine positive ganze Zahl, so kann man setzen, 
md erhält, aus dem Obigen» wenn 

iit/m diesem Falle: 

= (ft - 1) (f* - 2) ....3. 2. 1 •41', 

ak eine coastante Grdsse. 
För 

Mb dem Falle, weim f& eine posifrre gaiise Zahl latr ' ' 
fipiiz) s= - 2) .„.3, 2. 1. 

Wir wolles jeUt die Ftmctien 

y=/(a?) = (l+;r)/', 

Botcr der Voraussetzung, daiss wir diese Potenz in dem Falle, 
wo ein in den kleinsten Zahlen ausgedruckter Bruch mit geradem 
Neoner ist, positiv nehmen, einer genaueren Ii eUacbtung unterwerfen. 
Nach §• % ist atigemeio 

f^n)^x) = <i (ft - 1) (f» - 2) .... - « + J) (1 -1- x)t^-n^ 

_ ' \ f*(ft-l)(ft-2)..>.(ji->i + l) ., . 

■ i:a.aT...it'=* 1.2.3....JI ^*"*"*>^:^'v . 

oder In abkürzender 



HiBdb Ar xttAi: 



I f- 
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AIm (III. §. 4.) int, wenn g «ine pofittv«, die BSoltoft 
steigenidtt 6r6sne heaeichnet: 

Wenn auvörderst (i eine pnmtir»^ ianzi; Zahl ist, so ist es ver« 
dattet» n = |üi zu setzen, wociurch man ia diesem FaUe oua ¥«r* 
stdbcttitr 6ieiclunig aogieicii 

oder- 
erbalt 

Wmh alMT fi kaiae positive gannn 2aiil ist, so wollen mt 
»—tfcmfi. daa» der absolni» Werth von 2 Ueiner i1m die £inr 
Mt» adtff daan 

aaiy and watfaB aaiK Aaaar Toianfiaalms den dbigen aogenana» 
tea Beat 

«iner senawen r ^ Versuchung: unterwerfen. 

Zu de» Kode ateileii wir dteaaa Seat aaf folgende Art dar: 



aad fcetwiehteii jaden der dra Factefen 



Waonders. 

Wa« zuerst den letzten 



Mi», aa im, weil dar ifcaifate Werth van « UAv ^ dw 
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EiDheit» p aber po«itit ood nicbt kleiner als die Einheit ist, klar» 
daM der stets positive Nenner 1 + ^ niemals kleiner als der 
stets positive Z&bler l — p «ein kann , dass also auch 



die Einheit niemab übersteigen wird. 

Was femer den zweiten Factor (1 -|- gxy-'^ betrifft« so hat 
man bei dessen Betrachtung die folgenden Fälle an untersebeiden. 

Wenn a: positiv und — 1 positiv ist . so erreicht {\ -\ ga-)"--^ 
seinen grössten Werth, wenn q seinen grössten Wertli erreicht, 
folglich fi'ir q — so riass also in diesem Falle {\-\-x)"-'^ <ler 
grusste Werth ist« welchen (1 + qx)^-^ überhaupt erreichen kann. 

Wenn x positiv und fi— 1 negativ ist« so erreicht {l-\-Qx)f'-^ 
seinen grossten Werth, wenn 4) seinen kleinsten Werth erreicht, 
folglich flir 9=0, se dass also in diesem Falle die Einheit der 
grSsste Werth ist, welchen (I -f qx)^-^ überhaupt erreichen kann. 

Wenn x negativ und f*— 1 positiv ist, so erreicht (1 -f ^^r)/'—* 
seinen grössten Werth, wenn q seinen kleinsten Werth erreicht, 
folglich für (>=0, so dass also in diesem Falle die Einheit der 
grüsste Werth ist, welchen (1 -f fix^"^ Überhaupt erreichen kann. 

W'cnn X negativ und « — 1 negativ ist, so erreicht (»jr)^—* 
fseinen grössten Werth, wenn q seinen grössten Werth erreicht, 
folglich für () = 1, so da?«.s also in diesem Falle (\ ^ x)f^—^ der 
grösste Werth ist, welchen {i-i-Qxy^-^ überhaupt erreichen kann. 

Nimmt man alles Vorbergeheode zusammen, so ergiebt sich, 
dass (1+9^)^' niemals eine endliche, völlig bestimmte GrÜsse 
übersteigt, welche entweder (l + <2r)^^ oder die Einheit ist. Uns 
genügt es aber fiir das Folgende, Oberhaupt nur zu wissen, dass 
(1 -f qx)f*^ niemals eine endliche, völlig bestimmte Grösse Aber* 
steigt, auf deren wirklichen Werth ^ uns hier weiter gar nicht 
ankommt. 

Was nun endliGh den Factor 

1.2.3... II 

betrifft, 80 wollen wir denselben der Kfirze wegen durch U be- 
loichnen. Dann ist, wie man sogleich fibersieht: 

TheUXXQI. 4 
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a. ». w. 

■ 

len wir imFoleeadeo respectiye durch | and r«, , tn^, T»f,»^ 
bezeicimen» und auo die beidea foigendea Fälle uateräcbeideo. 

L Wen ^ pMifiv kt» m woBeo wir m» was dfadbv ra^ 

dem Vorbergebeodan 

Mj io M wter giMudfatn VwaMMCsimg offcabar 
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. <^l<»rf» ^iH^<»ii|*. *«43<««t*» 'rii+4<«rf*»-- 

und da hud bekanotlicb Kl Ut, 90 nähern «ich die Grossen 

^Ji> ^«+1» "^-n+a» ''^«+8> *«-f-4»"** 

wenn nur erst n-f-l grösser als ft geworden ist, offenbar immer 
mehr und mehr der NuU^ und kSnnen derselben auch beliebig 
nahe gebracht werden, wenn man sie nur weit genug Tom An- 
fange der Torstehenden Reihe entfernt nimmt. 

2. Wenn fi negativ ist, so wollen wir grösserer Deutlidikcit 
wegen — für fi schreiben, wo dann ft selbst positiv ist, uu<l 
folglich nach dem Obigen 

u. s. w. ^ 
setaen* In dteaem Falle ist also offenbar. 



u« . s. w. 

■ 

Nuü kmn mau aber immer n-fl gross anoebmeu, dima 

ist. Denn diese Bedingung ist jederzeit erfüllt, wenn die Bedingung 

4* 
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also weDtt die Bedinguug 

also wenn die Bedingung 

folglich wenn die Bedingung 

erfullt ist; und da sicli diese letztere Bedingung offenbar imraef 
erfiillen lässt, wobei man nur stets zu beacliten hat, dass 
isl» 80 wird sich durch hinreichend grosse Annahme von 1 
offenbar auch immer die Bedingung 

erfüllen lassen. Ist aber diese Bedingung erfüllt, so nähern sich 
offenbar die Grössen 

immer mehr und mehr der Null, und kOnnen derselben auch betie' 
big nahe gebracht werden, wenn man sie nur weit genug von dem 
Anfange der vorstehenden Reihe entfernt nimmt 

Hieraus ergiebt sich nun mit völliger Deutlicbiceit, dass der 
absolute Werth von 

wenn n nur erst eine gewisse endliche, völlig bestimmte Grösse 
Oberstiegen hat, und dann fernerhin win list, immer der Null zu» 
strebt und derseibeo auch beliebig nahe gebracht werden kaoo> 
wenn man nur n gross genug nimmt 

Nehmnii wir jetzt alles Vorhergehende zusamtiten» so sehen 
wir, dass von den drei Factoren des Restes 

jeder der beiden letzten nie eine gewisae endliche, völlig b«* 
stimmte Grösse übersteigen kann, der or^te dagegen jedenwt» 
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^tm n nur erst eine gewisse endliche, vOHig bestiromte Grösse 
überstiegen hat, und dann fernerhiii wächst, der Null zustrebt und 
auch der Null beliebi«^ nuhe gebracht werden kann, wenn man nur 
» gross genu^ nimmt. Also wird der vorstehende Rest, wenn n 
iTächst, offenbar auch selbst immer endlich einmal anfangen, der 
XdK zuzustreben, und wird auch der Null beliebig nahe gebracht 
werden kOnnen, wenn man nur n gross genug nimmt. 

Folglich kann man nach dem Obigen unter der Voraussetzung» 
4fs der absolute Werth von x Itleiner als die £lnheit» oder dass 

st, hnmer 

VI 

_ 1) (ft— 2) .... (fi— » -f- 1) 

1.2.3.... n 

iik, lefzen » waä wir im Folgenden in der Kiirze durch 
(1 -I- a;)^ = i + i^iw + + fi^j;* 4-^*43:*+ .... 

(~l<ar< + l) 



i«s«chnen wollen. 



{. 4. 



Man ItÖnnte yetenchen, die am Ende des vorhergebenden Pa- 
ragraphen i^efuüiieue wichtige^ Gleichuug auch nach III. ^. 3. aus 
itx Gleichung 

(1 + 4?)^= 1 + f*xar + ^2.^"^ ^ liiX^ + .... + /*»a?» 

oder 

+ (1 + ^or^'-^-S 

p eine gewisse positive» die Einheit nicht fibersteigende GrOsse- 

bezeichnet, abzuleiten. Dies geht aber ohne erhebliche Schwie- 
nskeiten nur dann an, wenn x positiv und kleiner als die Einheit 
i>t. Im Falle eines negativen des^sen abjjoluter Weyrth kleiner 
i!s die Einheit ist, würde man aber immor wieder zu der iru vor- 
Imgehenden Paragraphen angewandten Entwickeiung seine Zu* 
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tlucht nehmen isiüssen. Wie man sich bei der in Rede «telieiMlei 
Ableitung, wenn x positiv und kleiner als die Einheit ist, za vei 
halten hat, wollen wir jedoch nun noch, zeij^en , weil wir Ablei 
tniigeD dieser Art, auch wenn sie nicht allen Anforclerungeu zi 
genügen geeignet nein noliten» immer f&r besonders lehrreich halten 

Den Rest 

auf dessen Betrachtung es hier lediglich ankommt, kann man a« 
folgende Art ausdrücken: 

(1 \n+l 

Dass (] +^)^ nie eine gewisse endliche, völlig bestimmte Grrigsi 
übersteigen kann, ist schon im Torhergebenden Paragraphen ge 
zeigt worden; und da wir x als positiv Toraussetzen, auch ^ po* 
sitiv Ist, so kann 



Ä~T — ' äIso auch ( -g , 



nie grosser als die Einheit sein. 
Ferner ist 

..... .. (*—«—• M — * — 4 u—n — *_j 

'=(-i)Wi*-+^-a-^5)a-^--a-;^Ji^- 

Ist nun positiv und tiH-^ grosser als fi+l geworden 
so sind die Grossen 

sämmtlich positiv und kleiner als die Einheit. Da leruer .r kleine! 
als die Einheit ist, so nähert sich, wenn k wächst, der iNul 
und kann derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man nui 
h gross genug nimmt Alles dieses zusammengenommen zeigt 
dass im Falle eines positiven ft-fl» ^enn nur erst 'ii+2 grössei 
als fi-f-l geworden ist» und dann k wSchst, die GfOsse 

der Null zustrebt, und der Null beliebig nahe gebracht '^«'^ 
kann , wenn man nur k gross genug werden lüsst. Folglich wW 
In dem Falle einen positiven f,-^! auch, wenn » wächst, die Gross« 
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ineroidlicfa eiomal anfaDgen^ der Null BozaatrebeD» und wird 
ad der Noll beßebig Dabe gebracht w^den kOnnen, «remi man 

]Qr n groist« genug werden lä«st. 

Ist dagegen ft 4* 1 negativ, so setze man pi-|-lss— iL» wo 
positiv ist; daoD iat nach dem Obigen 

(1 + j^a) (1 + .-^rg) .... (1 + i^fi+i^** 

■DM Jdeiuer als 

1(1+^*1» . 

it NoD kann man aber immer n äo gross annehmen, dass 
ittoi dieae Bediognog ist erfüllt» wenn die ßediDgmig 



>ifio wenn die Bedingung 



äi» iühd die Bediogoog 



iolgiicb wenn die Bedingung 



cHollt Igt; imd da diese Bedlngoag sielt offenbar immer erfUNtn 
«0 louin anch die Bedingung 

•"»njer als sprföllt vorausgesetzt w erden. Wenn ahcr diese Bediu- 
^% erfüllt ist» und dann k wächst» so nähert sich . 
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aUo uoi (»o mcbr auch 

der Nuil, und kann der Null beliebig nahe irebracht weriien, wenn 
man nur k aross irenug nimmt. Also wird auch in dem Falle 
eines ne<;ativeD ii^l, i^enn nur erst n-f-'i eine gewisse besünmite 
GrSsse ül>er«tiegeD hat» ond dano Jt widisl, die Gruäse 

der Noll zöstrebeD and derselben beHebig nahe gebracht werden 
koonen, wenn man nur k fsross geoog aimimiat Folglich wird 
auch m dem Falle eincü Degafiven ^+1» wennji widMt, die Grösse 

inuner endlich einmal anfangen, der Kall a nanstreben, und wird 
auch der Noll beliebig nahe gebracht werden kiinnen, wenn man 

nur n gross genusr nimmt 

Weil fiun (i^ox)-' nie eine gewisse endliche vOUig bestimmte 
Grosse, der Brucb 




nie die Einheit fibersteigt, und die GrGase 

wenn u wachst, iaiuicr endlich einm :1 anlangt, der Null zuzustre* 
ben, und der Null beliebig nahe koniiikcn kann, wenn luau nur n 
gross genug werden lässt; so wird auch der Rest 

wenn n wächst, iuimer erullich einmal anlangen, der Null zuzu- 
streben, und »vird auch der rSuii beliebig nahe gebracht werden 
können, wenn man nur n gross genug nimmt, was aber durch das 
Vorhergehende nur llir ein positives 2» welches Idainer als dia 
Einheit ist, bewiesen worden ist 

Also Ist ffir jedes positive 3e, welches kleiner als die Einheit 
isl^ nach dem Obigen: 

odsr es Ist In abkfirzender Beselcbnung: 
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(0^;r<l). 

< ■ 

Haas io «reit grSsserer AUgenebibeit 

(l+jry*= l^H^-k^ **»xH«*»*» +^+.- 
'(-I<a?< + 1) 

is^ haben wir in ^OTbergeftendeii Pam^rraptien bewiesen; das in 
diesem Paragraphen angewandte Verlahren, oder ein demselben Sho- 
liebes , scheint nicht zur firteichimg dieser AUgemetnhcit geeignet 
tu «ein. 



V. 

Ueber die Function a'. 
5. 1. 

Unter der VorMseetxnng, dass 

-.i<itf <-|-l 

ist, habeu wir nach dem vorhergebeuden Kapitel die folgeode 
Gleichung: 

1 

(1 + 1U7)»=1 + Jl« 



-(--') 

+ t.i 

+ 1.2.3 

+ TCO 



ahm, wie man hlehuui leicht erhttt: 
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l X ' 

(l+ttr)"=l-|-|- 

+Ö~«)ß~")Ö-")T 

+(r-") (f-«*) (s-Ofi"")^ 
+ 

Wril der gdancktai VoraosMiimig 

-l<i;Ha!<-|-l, 

also tu: eiue Miltelgrüsse zwischeD — 1 und -f 1> oder 

itt:=lf(-.l,+l) 

ittt« 80 ist (i. £. 3. 4.) 

IßT 1 1 11 

und die obige Gleichung glft för jedes» der Nnli noch ^8o nahe 
kommliode «> weno dut st der Bedingang 

1 1 

a?=j|f(-i, + -) 

genflgt. Ltet man nun in der in Rede stehenden obigen Gleh 
chang u sich der Null nähern und geht am den Grinzen über« - no 
erhdt man anf de? (Stelle die folgende wichtige Gleichung: 

wobei angenommen bt, daee in 

die GrSese u sich der Moll nähere» indem x ungeAndert bleibt 

Für erhalten wir aus der Gieicbong 1): > 
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und bezeichoen wir also die 6umnie der Reibe 
* 1_ I 1__ 

diuch «».«e^en also , 

1111 

3) ^=;,l+j. + y-g + j^+j^^+_, 

wo anDähernd 

4) es2,71828182M690 

gefuDden wird, so ist 

5) Liiii.(l4-u)»=:e, 

immer anter der Voranssetsung, dass tt sich der Null nlhert , 

Folglich ist auch fär jedes x unter der VoraoMetsang« dass 
ti sich der Null nfihert: 

1 

Lini.(l-|-iu;)"' = e> 

also 

{Llm.(l+i«r)'»*i*=:«'. 

Offenbar ist aber 

{ Lim . (1 + IM?)«* i* Ä Lim . t (1 f im;)«* }* , 

also 

_L * 
(Lim.(l +tCir)««|«s=:Lim.(l 4- 

und folKÜcb nach dem Vorhergehenden: 

1 

Lim.Cli-iiv)»«!?««. 

Nun ist aber nach 1) . « 

Lim •a+i«)?»^! + f + O + liä + 
also ist: ^ 
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6) «'=1+1 + 175+ OT3+ r23Ü + • 

r 

Die Grösse e betrachtet man als die Basis eines togarithmi« 
sehen iSystems, welches man das natürliche Logarithmen- 
System nennt, und bezeichnet die Logarithmen dieses Systems 
bloss durch den Buchstaben i, so dass also, wenn a urgend eine 
positive Zahl bezeicbnet. Immer 

7) a = e'«, 

foiglieh 

8) 0^ = «**^ 

Ist Also ist nach der Gleichung 6)» da diese Gleichung fiir jedes 
reelle x gilt: 

9) «'=i+T-+-r:y + 1:2,3 + — 

wobei a als positiv angenommen wird. . 



§. 3. . 

Setzt man 
so ist 

also . 

/ly a^^ — 1 \ 

und folglidh, indem man sich Ax der Null nähern lässt: 

Weil nun die Gleichung 9) für jede« reelle x gilt» so ist auch fiir 
jedes reelle Axi 

a^' = 1 + j Ax + Ax'^ \ Ax^^^.,, 
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also 

und folglich offoobar, indem sieb der Nall iiäheri: 
Diber ist nach dem Vorhergebeoden: 



also 

10) f(a:) = fl»l«; 
BekaputUcb (II. §, 4.) Ut allgemeio 

f(n){pi) - Lim ^ . 

Also ist nach 10) . ' 

rW=Lim-^ ==Lim-^=laLlm— j-, 
und folglicb, weil nach 10) 

ist: > 

11) r(a?)=:a*(la)a. 

Feroer ist hleroacb: 

also, weil Dach 10) 
ist: 

12) /^(a:) = a*(la)a. 

Wie man auf diese Art weiter j^ehen kann, erbellet hi 
^it volUger DeutUcbkeit» uod es ist folglicb allgemein: 

13) />J(^j = a*(la)«. 
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r 

VI 

. Ueli«r die Fnoction log(l-|-«)« 

* I 

% 

§. 1. * 

Unter der Voraussetzung^ dass a^bx #ine poaitiTe» niofct 
▼MBiehfrindeiide Gritawe iat, woUen wir 

setzen, wo die durch log bezeichneten Logarithmen sich auf die 
Banis ß beziehen sollen. Lassen wir nuno; in w-i-Ja: übergaheoii 
so wird 

dyz^flx^ Jx)-f{x) = Iog(fl + 6(a? + ^a:)) — log(a 

= log(a-f-&r + &iar)— log(o + b^:), 

a[öo> weuu man 

« + + Ä^o: = (« + (1 + 

9iMt$ ofenbar 

WO immer so nahe bei Null angenommen gedacht wird» rf^^ g 
eilen so wie tt-f-to eine poeitive GrOiee ist Folglich iet 



oder» 



«etxen: 



also auch: 



■ 

bJx . ^ a-i-bx 
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UM man non «ich der Noll nftbeni, so nähert wegen der 
fileiehug 

awh M sieb der Nnli, und es Lst also unter der Voranesetiongt 
im 4x mid ai sich der Nnli 4iähem; 

^eoD aber n sich der Diuii nähert» so nähert 

1 

(! + «)• 

sich bekanntlich (V. §.1, 5)) der Gränze ^ aiso nähert sich unter 
Joselben Voraussetzung offenbar 

Gränze ioge» oder es ist 

Limlog t(l4-tt)")=:ioge, 

L 

iffld folglich nach dem Obigen : 

^9 a-foiP 
In iM3Lannter Bezeichnnng: 

•der 

1*) ^(ar)==61ogc(fl+M-". 
Nun ist l»ekanntlicb (II. {. 4) allgemein 

/^(•)(x) = Lim ^ — > 

ilio nach 

Üekaantiich ist aber 
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EWb so M aadb 3) 



/fr(a:) = Lim = Lim -ji 



aber b«kA 












4) /•^'(ir)=— 1.2.3. Ablage (a + ^)-^. 

Wie man auf diese Art ireiter geben katio^ Ut klar. Also 
ist allgemeiD 



5*) /0)(;r)^(--l)-t.i^ -^"^'^^^" 



§. 2. 

Wir wollen jetzt die Fnoctioo 

y=/ra:)=log(l+a:) 

betfaditeD» indem wir annehmeii» daw ar, iDaofern es positiv Itl^ 
nicht griisser als di^ Einheit, wsoo e» alier negativ ist» absolat 
kleiBsr als die Einiieil sei» was wir dorch 
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•^*-l _la . qc)« , , (la)3 (|fl)4 



und folglich olaobar» Indem dx sieb der Moll iilhert: 
Wbm M naeh dM Vorbergeheoden: 

■ 

Bekanntlkb (U. 4.) ist «Ugemein 

\ • 

Also ist nach 10) 

und folglicb, weil nach 10) 
ist: 

11) r(«)Äii«(la)« 

Ferner ist hiernach: 

also, weil nach 10) 
ist: 

12) /•'^(ar) = a'(lo)8. 

Wie man auf dies« Art weiter geben kann, erhellet hier schon 
mit ▼«liger Deutlichkeit, und es Ist folglich allgemein: 

13) /•(•)(;») = tt'(lc)«. 



Digitized by Google 



J» Jl S «' 



^ l-«»-i>;r+'»-tt*{i) — 



91 W. 



-Ih + 2^+5* + .... f ^ 
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also ' 

Ferner ist nach 2) 



aber belmimtlicb 



Lim ^-^°+j^>"' =-2.6(aH-6^)-3. 

also 

Eban so Ist nacb 3) 

Jf*»(x) l . 2 . 6' los « (a+6ar)-* 

= Lim -t£i = L.m . : . ■ 

=1.2.6»ioK^Liin ' ' ; 

aber bekanntlich 

4) /i^(4?)Ä!-1.2.3.^log«(a+Ad:)^. 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, i&i klar. Also 
ist ailgemem 

5) /t") (ä) = <— 1)«-* . 1 . 2 .3 ... . (Ii — l) 6" log e (o + 6^)-« 

oder 

•6*) 

§. 2. 

W ir woileo jetzt die Function 

betracbten, indem wir annebmen, daas inaofem ea poaitiv tat 
nicht grSaaer ala dli Eiobeit, wodo ea aber negativ ist» abaolat 
genommen Uebiar ala die Einheit aei» waa wir dorch 
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bezeicbueo wollen. Dann ist nach dem vorhergehenden Paragraphen 

nd folglich, weil ^(Q)=0, aUo 

f{x)-fm=f{x) 

\ät nach einem bekaoBten Satse (Dl. {. 5.) für ein in's Unendliche 
wiehfleDdee wo it eine positive ganze Zahl 



n\ l ^^^^^^^ ^^'^V 

odei 

» n 'n 

oder auch 

log(H x)=:logeLim.^ j { + — — + + ^- \ • 

Nach der elementaren Lehre von den geometrischen lieihen 
ist nun 

1 . .<.... . * I-a*+i 1 «H» 
1 +« + ....+.<*= -j^- = j-^- j-^^ . 

QDd da, wenn der absolute Werth von u kleiner als die Einheit 
ist, der Brach 



wenn k wächst, der Null zustrebt» und derselben beliebig nahe 
gebracht werden kann, wenn man nur k gross genng nimmt, eo 
ift QDter der gemachten Voraussetzung • 

Weil nach der Voraussetzung der absolute Werth von w je- 
denfallg nicht grosser als die Einheit ist, so sind die absoluten 
Wettlie d(Br GrQesen 

Th«axiin. 5 
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1 



X 



+ (1« + 2« + 3«+ + (« -1)^> 
k.ga + *) = logeLim.^ 1 -(l»+2»-|-3»+....K.-l)»)^ ^ 

+ (1* + 2^ + + .... + («— 1>*)^ 
- . / 
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Ix- 



1+2+3 + + 



il 







13 + 2' + 3' + .... + (71 


-1)» 






l*+2*+3* + ....+(fi 


-1)« 



WScbst nun aber n in's Unendliche, 8o nähern nach einem 
kboDten Satze (I. §. 2. Zusatz.) die (grossen 

f' 1+2 + 3+ ....+(» — 1) 



I 







9 


P422+32+... 


. + (11 








* 


P + 2»+33+". 












l*+2*+3* + ... 














w. 





■ 

«h respcctive den GrSnzen 

• 1 1 1 1 1 
5* 3' 4 ö ö'"*' 

, ilso ist nach dem Obigen offenbar 



(-l<x=+l). 



Für a:=l ist z. B. 



7) ioj?:*=i9gi^.a-| + g--|+^.M0- 

Für ir=— 1 bat log(l+x) Mnea eDdlichen bestimmteo W«rtb 
iibr» weablilb es niefat yeretattef ist» x = <^l zu setzen. Man 
hm aacb Mcht zeigen« dass die Snmmo der Bethe 



r 
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1 1 1 l ' ' 

wtlebOf nigiliT ganonmen, flllr «s^l aas d«r Reihe 

btrvorgebti uuendiicb gros«» iat« d. h. eigeotiicli, dass die SiUDmes 

l. • 

1+2' ■ 

- 1 1 1 1 

* + 2 + S + i + 6' 

11* 0* w« 

Ober alle Gränzen, oder, wie man geivöhDÜcb in der Kfiue n 
ngen pflegt, in's Uoeodliche wachsen» wenn man nur eine fafah 
reieheode A mahl, der Gruaaen 

,1111 

2* 3* 4' ö' ' " 

vom Anfange an zu einander addirt. Setzen vTir nämlich 



.1.1 

+8+Ö+7+8 

I 1 1 I 1 J 1 1 

+ 9 + lÖ + n + 12 + I3 + l4 + iS + i8 

U. 8. W. 

1 1 J 1 
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«Im ofeobar: 

1-248 2*-» 

> 1 + 2 + j + g + 15 +....+ -gr ' 

wMia aar ib>l Ut. Folglich iat, wenn nur \ kt» offenbar 
lier ■ 

ifc"f2 

■d da nno Über alle Gr&Dsen wächst, wenn k in'e Unend- 

Bde wSchst, ao wSehst am so mehr auch fiber alle GrSnzeo» 

nenn k io's UnendKcbe wächst» wodurch oiTenbar unsere obige 
bebauptung bewiesen ist. 



j. 3. 

' für jedes x, dessen absoluter Werth kleiner als die Einheit 
Mi ist nach dem vorhergehenden Paragraphen : 

log(l +Ä> = löge, (ar— gÄ» + g +....), 

log(l — — löge . {x + + ^ + ? or* -f ; 

alia dorcb Subtraction: 

1+x III 
Ä logj3:^=:2loge.(4?+3«»+g«»+y«»+....) 

(-1<^<+1). 

SeUt man 

u—l 

10 ist (tir jedes Null ubersteigende u offenbar x dem abaohiteB 
Werthe nach kleiner als die Einheit» und folglich, weil ani toi^ 
stehender Gieiehang eich 



w— 1 

Hhf _ ^^iTi (ti-i-l) 4.(11-]) 
1— Ä — - t*-l ~ («41)— te-1) 
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M erunertt UmfnkWB Oar$teikm§ der Mre 

ergiebt, nach 8): 'c- . 

(0<tt<oc}. 

Mittelst dieser Reihe lägst sich der liOgarithmus jeder pasi« 
tiveo Zahl bereclmenj weoo man löge kenot. 

Setzt man aher u=B, was verstattet ist, so erhält mau aus 9): 

* »»• • 

1 

mittelst weieher Formel man löge (iSr jede Baais ß bereehn^ii kam. "1 

Setzt iuan in der Formei i*) für das Zeichen iosf das ZeiciieiijJ^ 
so erhält man, weil le = l ist, da e die Basis der durch i beaeldh ' 
neteo Logarithmen darstellt ^ fär tcssiS: 



was, mit 10) vergliehea« zu der Gleichung 

12) loge.LB=l 



führt. 

Die Grösse 



nennt maTi den ^[oduhis des ln«jarithmischen Systems, dessen 
Basis B ist, und bezeichnet denselben durch ilf » so dass also 

13) Ä=logs = ™ 

m 

ist; Kid zur Berechnung des Logarithmus jeder iNuli übersteigeo* 
drn p -itivim Zahl u iät die Basis B hat man nach 10) und 9) 
die i^ ormein: 
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Znvdrdenift flbersielit man auf der Stttte, dass flir der Null 
sehr nahe kommende ^x, auf die es hier nor ankommt» das Ver- 
bMltniss 

vngeSndert bleibt, mag positiv oder negativ sein, wenn es 
nur seinen absoluten Werth nicht ändert. Es wird also hinreichen. 
Am im Folgenden nor als positiv zu betrachten. Weil nun die 
gCTfide Linie awiacben swei Punkten die kOrzeste ist, so ist 

Chord /ix <^ /Ix, • 
also • 

toigiicb 

sin \4x <^ ^x. 

Bezeichnen wir ferner den dem Bogen ^x entsprechenden Kreis- 

sector durch Seci\Jx, so ist nach einem bekannten geotne- 
triäclieii Satze, weil der Halbmesser des Kreises hier iauiier der 
Einheit gleich gesetzt wird : 

Bezeichnen %vir ferner den Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks, 
dessen Grundlinie und Hübe tangi^.2; und der Kreishalbmesser 
smd, durch so ist bekanntlich 

Dss\A, tang \Jx^ i tang \/ix. 

W^eil nun aber die Tangente immer ausserhalb des Kreises liegt, 
00 ist offenbar 

l>>Seet|^a?, 

also nach dem Obigen ' 

itang idx > ä , kJx, 



folglich 

Ans 

folgt 

also 



taDgf4^jr> t^iT. 

% 

sin \/lx <,i/ix, tang \dx > '^dx 



«in \dx sin \J x sin^^o; sinl^x, 
sinUo; ^ l4x' ' tangl^te^ i^x ' 
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logM— l/B-^ly TTS^Ty v 
Ä+l + 3Vi?+iy +5V/^^V +t\,^Hpi^ +- 

(P<«<ao). 

Det Blodaliw des natfirücheii Logarithnan- System« iet die 
fiiniiett, wie ans 13) «oglelch folgt. 



VU. 

Ueber die Fanctionen mx und eoe«. 

1. 

Alan setze 

uod lasse in ar-fzfar übergehen so wira 

I 

abo oech einer bekannten goniometriscben Zerlegung: 

^jf = 2 sio cos (j; -|- i^^) > 

felglieb 

Lässt man sich oun der Null nähern, so nähert coö(^-|>(^} 
eicb der Grftnze cos^> und es ist also offenbar 



oder 



Um aber 



/^'(a:) Ä coe^r Lim ""j^^ • 



. sin \Jx 



finden» kann man aui Tolgende Art scbliessen. 
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nmmu k>l bt Folglicb int, wom «nr k>l kt, oiBnbw 



1» > A » 



^ 4- 2 

mm Ab« alle GrioieD wiclwt« wem k fai's Uncsd- 

Ik wichst, 8o wSehft am so mehr auch sk über alle Grloiee« 

nun k ins Uoendliche wächst , wodurch offenbar unsere obige 
iieliaaptung bewieseD ist. 



§. 3. 

Für jedes o:, dessen absoluter Werth kleiner als die Einheit 
4 vt nach dem vorhergeheoden Paragraphen : 

1 1 1 
log(l 4-«; SS logs. (dT— ^2 + 3 ^'"^ 4 ^ + 

log(i— — • ioge . (jc + ^afl + j«' + j«* -f- •~-) ; 

ibAnh Sobtractloii : 

1+« III 

Ä legj— j=21oge.(ar+j^'+5^*+7^^+—) 

(^l<;rs+l). 

Setil MO 

«— 1 

*<> ist iür jedes Neil übersteigende u effenbar m dem ebeehrtee 
Wertbe iMsh UefaMr als die Efaihelft» und felgUdi» well eoe feiw 
GieldniDg sldi 
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Sefatui sielM mmog ^i^^ 

A w tochaii I and CM^Ijr Bqgt, «ad da bikaonlSeht wwo Aaeäkk 

jfldofli li^febi|$CB Chad# dcf diibnfr wtlbts^p so mw skA « wcbb 

^ 9icfa der Kuli nähert» das zwischen 1 and coa^x liegende 




uad foigfigh nach deoi Qhigea: 



iL 

SeisM wir 

«id lanea of io x-^J» fiberfeben» so efialltB itir 

ako Mcii euer hekannten gooioiaetriecheD Zerlegug: 

^« sin . . 

Käbert sieb nun der Noll, 9o Däbert ein (a? -|- 4^jr) 
bir der Grime eiajr, od es ist elee 
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90m äm w mmkäm Mmen. 

oder 

/ (a:; = — siDorLiin -^-j — . 



Nach dem TorbergebeDden Paragraphen ist aber 



2) /'(a?)Ä— ginaj. 



§. 3. 

SehKen wir wieder 
iiiit Daeh 1. 

Um ist ferner bekanntlich (IL §. 4.) 
ibo Dach 2. 

/*(ar)=— «In«. 

Ebea so ist (IL {. 4) 

rV) =Lim = Lini^i:^^ = ^ Li.n^^ , 

^»p' ^a: 

also Dach f . 1. ' 

. /""(^) = — cosar. 

Ferner (IL §, 4.) 

4 ' 

ibo oaeh $.2. 

Ws man auf diese Art weiter geheü kann, bt klar. För 

*5f is /t^r) SS sin« 

«tfolgiidb: 



3)^ 



/*(«)= — MO«, . 

/'"(jc) = — cosj:, 

U. 8. W. 

■ 



§. 4. 

wir üpiMf 

Um Ist ÜBiDcr bebuiotlidi (IL 4 und {. 2.) 

/-(j:) =: Lim =L.m Lim-^ , 
«Im naeb 1. 

A«£ iMidM Art Ut (iL §. 4) 

■ • 

n^) = Li» -^-^=Lto -i-^_^5s_Lta— ^ . 
F«Mr Ii« OL ft. 4.) 

« 

//^{^) =sLlm « Lim • 

ilto nach f. 1. 

Wie MB auf diaae Art waflar gaben hm, fat klar. Pdr 

|fa:Ad;)s5eoaj; 
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yt Ibigllchi 



ff(a) s=r— «in«, 
f'\a;) = — CO»«:, 

fiy(aü)r=z eoBS, 
f^x) =— sin«, 

iü^ich ailgemeio: 

^) ^ 

C /•(2«+J)(a?)=(— l)»+isinar. 
§. 5. 

Für 



bekaiiDtlicb (III. §. 3.), w^nn q eine positive, die Einheit 
■dtabereteigende Grösse bezdcheet: 



3' 3^ OC^ ^'•"l''''- 

»*=A0) +1^(0)+ nä/^''(0)+...+i;::;;i/^«)(O)+j^;;;^^ 
Ü60 bt nach §. 3. : 



X 



2n 



+ ^ 2^ sin (gar) 



+ L..(a.-H) -<-'>'''""'(g^>- 

Nach einem bekannten Satze (I. §. 1.) nähert sich aber (ür. 
]e<ies X» wenn n lo s Ijnendliche wächst, die Grösse 



* 9 

bis so jedem beliebigeo Grade der Null. Also nähern sich, well 

(iie absoluten Wertfae von 8in(ga:) und cos(ga?) nie grösser als die 
E^eit sind, offenbar auch ^ • 
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för jedes x bis zu jedem bellebigeo Ctrade der Neil, wenn n is's 
UneDdliche wächst Daher ist nach dem Obigen: 

(— OD <d? < + QO). 

Nun ist aber uach §. 3. ' 

/(0)=o, r<o>=i. m=o. r'(»)='-i' /»^(0)=o, /^^(0)=i,~-; 

also Ist 

(— oiB<a;< + Qe). 



Fflr 

Ist bekanntlich (III. §. 3.), wenn p eloe positive, die Ißinbeit nicht 
Obeistelgende GrOsse bezeichoet: 



Aiso i&t nach §. 4. 



2n— 1 



co.*=sAO) + f AO)+onO)+....+ n;^y/*-»'(0) 



Auf ganz ähnliche Art wie im vorhergehenden Paragraphen 
sich auch hier für jedes x die Reste 
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der Null bis %u jedem beliebigeo Grade, wenn n in s Unendliche 
wachst. Also ist , 

Ndb ist aber nach §. 4. 

also ist 

X^ 

6) cosorzri-f-^trzi'-ris+nrs'--- 



via 

Ueber die Functionen ArcsiQ;r und Arctang:i;. 
Man setie 

■ 

ff ^flpa) ss: Arcsin x. 

Ihm ist 

jf+ii<yÄ/(ar+^a:)= Arcsin (x + Jx). 
Fo^icb Ist timgekehrt: 

ar4--^^^ain(^4''<^3f)» ^sssiny; 



abo 

and hieraas i 

oder 



=c sin (y — »siny , 

z/jc sin (y + ^y) — siay 

J sin(y-f-^y)— sipy 
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Lisst man hiid Mb der Noll nihem» «i iiibert MMhfich 
andi flieh der Noll» und au dtor TOfstehciideD Giaiclwnig «p> 

giebt sieb folglich für der Null aieb oSberode and £e 



Gleichung 



• I 



4i — ^ 



Liia 



alao, «reü bekanatlicb (VJL §. 1.) 



iat: 



Lioi . 

z/o: 



folglich 



Ulier 



Lim 



' ^ ^ C08(Arc8iajp) , 

^uu ist aber offenbar 

I cos (Are sin x) = I — x^t 

also 

C08 (Are sin a;) = db VI— 

indem man das obere oder das niitere Zeichen nimmt, jenaehdai 
ArcainiT aich im ersten oder rierten oder Im »reiten oder drittel 
Qoadranten endigt. Folglich ist 

Indem man das obere oder untere Zeichen uiuimt, jenachdem 

y = f{x) = Aresin x 

Ficli im ersten oder vierten oder im zweiien oder dritten Quadran- 
ten endigt« 

5.2. 

Man i»etze 

y f{x\ SS Arctangd?. 
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Dann ist« 

Folglich töt umgekehrt: . 

a: + ^a;=taug(y-|-^^), ;c=tang^; 



also 



uod hieraus: 



oder 



Js _ tang (y-hdjf)^ tang y 
1 _ taiig(y + ^y)— taugy . 
folglich, wenn sich Jx, also auch Jy der Null nähert: 

Nuo ist aber 

^ sin /iy 

tang (y + <v) ~tangy= eo6ycoa(y- h^y) * 

folglieb 

tang + /fy) — taug y _ ^ 

Jy cosycos(y+^y)* 



woraus sich auf der Stelle 



Lim 



sin Jy 



l^l^^ tong(^-i-^y)— taugy _ 



also» weil bekamitlieh 



. «in Jtf 
Lim —rr = 1 



ist. 



Lim <y -^y> - ^^"sa^s 

^y cosy" 



ergiebt. Daher ist nach dem Obigen: 
ThemLXlil. 



(0 Grunert: SImttmtmt OanMüu^ 4a- lUn 



MtHeh 

oder 

NoD l«t ab«r 



= \ eos (ArdaDgx) I* 
I cob (Arctang^j ? = rf^' 



Setsen wir 



so dan atoo oach §• ]. 

ist, indem man das obere oder untere Zeicbea nimmt , jenaehdM 

Aresin sich im enten oder Tieften oder Im Eweiteii oder dritteo 
Quadranten endigt, und denken uns» dass, indem x sich von 0 
bin 9 »ttjtig verändert, sicli /"(x) = Aresin.r von ü an bis z« deiB 
sieb immer im ersten oder \ierten (Quadranten endigenden absolut 
Ueiotiteti Warthe lon Atoinj; stetig verändere» 80 
mao ßir atte entsprecbendeo Wertbe von f '(x) in dem obi» 
gen allgemeinen Anedrocfce voo /'(jt) daa obere Zeichen nehmeo» 
uim erhält nnn, wenn von jetzt an Arcslnx d^n Bogen, desM 
Sinus die Grusae x ist» weicher absolut genommen den IcleinsieB 
Werth hat, bezeichnet, nach einem bekannten Satze (III. $.5.) 
anf der Steile die folgende Gleichung: 

Arcsin x — Arcain 0 = Aresin st 
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trobei angenommen wird, dass auf der rechten Seite dieser Glei- 
fliuDg die positive ganze Zahl n ins Unendliche wachse. Weil 
non aber a: als ein Sinus 8eineni absoluten Werthe nach naturlich 
nie «russer als die Einheit sein kann, so sind die absoluten Werthe 
lief Grossen 



n n » n n 

tetllch kleiner ab die Einheit, und naeh einem früher bewie- 

nen Satze (IV. g. 3.) ist folglich : 




u. s. vv. 



« 

-(-0.'-"<;)+- f 



Mio ist nach dem Obigen: 
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II 

s 



II 

r 

f 

a|0 



I H* I 



I 



I I ' I I 



+ t 



+ 

+ 



+ 



+ 



+ 



+ 

'S 

+ 

5si 
+ 



0» 



* 
• 



+ + 

1 



I 



l 



I l 

S 3 3 5 

m *Ji% 



I 



I 



Jl 

T 



I 



T 



I 



I I 



CO 



4k 



I 



I 



CO 



am. 

+ 



T 



«8 «8 



I » > 



I 



r I I 



ff 

H 



9 
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oder 



v-äA ? n 



•»• 



und ^^e\i nun (I. }. 2. Zmti.), vrm » in a Unendliche wicbnl, 
die GröMen 





« + (» 












"+(«• 


-1)« 


l«+2« + 3« + .. 


.. + (72- 








~ » 






-1)8 


tt. 8. 




f 



lieh respective den Gränzeu 



1111 

3* 5* t* 8*'*" 



»ähero, weil ferner au««terdem l»ei^anotUcb 

Ut; 80 i8t 

Aicnln4r==«+2 -3+2:4^ +2:4:6 T 

(-1=:«»^1), 

^0 Arcsio^ den absolut genommeo kleinsten Bogen beieiebne«, 
Sinne die Gruese x UU 
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f^tfr dpsl 8. ist 

also ^ 

1 • . 1 1 ,13 1 , 1.3.5 1 , 

Für Ist 

also 

1 1 - 1 j /iv, 1.3 1 /ly. 1.3.6 1 ny^ . 

o . 1 1 /ly . 1-^ 1 /IV. i /ly. . 



Für 



Ist Dach §• 3. 



5. 4. 



y = /X«) = Aictang ;r 



Denken wir «ns nuo wieder, dass» indem ar sich von 0 bis .r ste- 
tig verändert, s\vh /'(:r) = Arrtanij.r von 0 an bis zu dcjn absolut 
genommen klein^^ten Werthe von Arctang^r stetig Teräudere, so 
ist» weon von jetzt an Arctangj: den Bogen, dessen Tangente 
die Grosse x ist, welcher ab.solut genommen den kleinsten Warth 
hat, bezeichnet, offenbar nach einem bekannten Satse (III. §.5.) : 

Arctang;!; — ArctangO= Arctangor 
=Lim.^{l+ \^i^r ^7rrä+"+ ^ 



wobei angenommen %vtr(I, dass auf der rethten Seite dieser Gfcf- 
cbung n in's Unendliche wachse. Setzen wir nun aber x seineni 
absoluten Werthe nach nicht grosser als die £inheit ▼oraus, 60 
die absointen Werthe der Crfdasen 

»f- 3f, 4i («-1,5 



4 
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sünmitlich kleiner als die Einheit« uod es ist folglich bekanotiich 
(IV. §.3.): 

u. s. w. 



also nach dem Obigen: 

Arctangx 

1 



ft 



+--a)'*"e)-"e)'+- 



u. s. w. 



oder 



Arctango? 

II 



-(l«+2»+3»+....+(»-lW^* 

^ ) +(I* + 2» + 3* + ....+(»-l)«)^ 
-a« + 2« + 3« + .... + (» - !)•) 



/ 
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oder 

Arctang« 





+ (n- 


-1)* 


H 




■ 


l* + 2* + 3* -f ... 


. +(» 




n* 






164.26 + 304- ... 


. +(« 


-!)• 








l«+2»+3» + .... 


+ (n- 


-1)» 





LSsst man nun in dieser Gleichung n in s Unendliclie wach* 
sen und gebt zu den Gränzeo über, 80 erhält maa auf gauz ahn 
liehe Art wl« im vorhergebenden Paragraphen : 

(-.l = ar= + l), 

wo Afcbmgd? den abaolut genommoB kleinsten Bogen beieiebneti 
dessen Tangente die GrSsee iet 

Für ^ = I , welche Anuahme obiger Gleichung zufolge ver- 
stattet ist, ist 

Arctang 1 = ^ ts , 

also nach dem Obigen: 

1 _ 11 1 I 

l— g + + .... 



IX. 

Eine geometrlsehe Anfrendnng der im Vorhergehenden 

bewiesenen Sätse. 

{. 1. 

üm eine gcoinetrisehe Anwendung der im Vorberii^hendeD 
bewiesenen Sätze zu zeigen, wollen wir mittelst derselben die 
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GleicbuDgen der Loxodronie auf einer .Kugel entwiekeln, eise Eni« 
wiekelmig» die wir glauben als eine elemeoteffe iMieicbnen zu 
kSDnen, weil wir der Meinung sind» daas die Metboden» naeb 
welcben wir die in Rede -stellenden SStse Im Obigen bewiesen 
liaben« nicbt Gber den Kreis des sogenannten Elementaren blnans- 
gehen. Well die Tbeorie der Loxodrome für die praktisebe Nau- 
tik von so ungemein grosser Bedeutung ist, indem der ganze oichl 
astronomtecbe Thdl dieser wlcbtigen Wissenscbaft und Kunst 
lediglicb auf dieser Tbeorie beruht, so dfirfteu wir uns vielleicbl 
nicht täuschen, wenn wir hoffen» durch die folgenden, nach unse- 
rer Meinung elementaren, En t Wickelungen höheren nautischen Lehr- 
anstalten einen Dienst geleistet zu haben. 

Jefle auf der Olierfläche der Erde, die wir hier als eine 
Kugelfläche betrachten, gezogene Linie, welche alle Meridiane 
unter einem und demselben Winkel schneidet, wird eine Loxo- 
drome oder Rhumblinie genannt» Jedoch sind dabei noch 
die folgenden näheren Bestimmungen erforderlich. 

Wir wollen uns im Folgenden immer zwei durch ihre Längen 
und Breiten bestimmte Punkte auf der Erdoberfläche denken, und 
diese beiden Punkte durch M und Mi , ihre Längen und Breiten 
beaiebungsweise durch B und Lg, bezeichnen. Zugleich 
wollen wir annehmen, wodurch die Allgemeinheit der Betracbtnng 
nicht beeinträchtigt wird, dass der Punkt Mi die grossere Länge 
habe, und dass also Li—L eine positive Grösse sei. Dies vor^ 
ausgesetzt, wollen wir uns nun die beiden Punkte M und Mi 
durch eine Loxodrome so verbunden denken, dass diese Loxo- 
drome und die Längendifferenz — L auf einer und derselben 
Seite des als eiu Halbkreis betrachteten Meridlarit^ des Punktes 
M liegen, und wollen unter dieser Annahme die Länge der Loi:q- 
drome MMi durch s bezeichnen. Der constante Winkel aber, 
unter welchem die Loxodrome gegen alle INIeridiane genelet ist, 
indem wir diese Winkel nie grösser als 180^ und von den betref- 
fenden Meridianen aus stets nach der Seite des Punktes ßfi und 
nach iNordi ri liin nehmen, soll durch C bezeichnet werden. IS'ürd- 
liche Breiten betrachten wir im Folgenden immer als ymsitiv, süd- 
liche Breiten als negativ. Für alle Winkel denken wir uns für's 
Erste ihre sie messenden Kreisbogen in einem mit der Einheit 
als Halbmesser beschriebenen Kreise gesetzt, und der Halbmes- 
ser der Erde soll durch r bezeichnet werden. 

§. % 

Wir wollen uns nun die Breitendifferenz — B, die sowohl 
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positiv, als auch negativ sein kann, in n gleiche Tbeile getbeilt 
denken , wo/ h eine positive ganze Zahl bezeichnet und jeden die- 
' «er gleichen Tbeile dui^ i bezeichnen» so dnse also 

n 

ist Dureh alle anf diese Weise erhaltenen Theilpnnkie» insofen 
wir uns die in Rede stehende Constrnctien anf der firdöherllSelie 
wirklich ausgeffihrt denken» legen wir Parallelkreise des Aeqoa- 
ters und dnrch deren Dorehschnittspunkte mit der Lozodrome lauter 
Meridiane, so erhalten wir iSngs der Loxodrome eine Rdbe von 
Dreiecken wie fyk (m. s. Taf. 1.) auf der Oberfläche der Erde« in 
denen die Seiten gk nach der Constrnction sämmtlieh einander 
gleich sind, nämlich alle gleich dem numerischen oder absoluten 
Werthe der GrOsse 

rf = r— — , , 
II 

Je grösser wir nun die ganze Zahl n annehmen, mit desto 
grüüserer (Genauigkeit können wir das Dreieck fqh als ein hei h 
rechtwinkliges ebenes Dreieck betrachten, mit desto grüsserer 
Genauigkeit haben wir also in demselben die Gleichungen: 

fh^ fy,sinCi 

indem wir in der ersten dieser beiden Glelchnngen das obere oder 

das untere Zeichen nehnjen, jenachdem C ein spitzer öder ein 
stumpfer Winkel ist. Nun erhellet aber leicht, dass, jenachdem 
C ein 8pit%er oder eiit stumpfer Winl^el ist, die Grösse 

n 

positiv oder neirativ ist; also ist, indem wir das obere oder das 
untere Zeichen nehmen, jenachdem der Winkel € spits oder 
stumpf ist: 

gkzs±ri, 

und folgHch nach dem Obigen mit Beaiehung der oberen und un- 
teren Zeichen auf einander: 

also allgemein: 

' ' . ri fg . cos C. 
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Brnsefcbneii wir jetzt die ft Tbelte wie aua denen nach der 

Coiistructiuü die Luxodronie j»' Leistelit, durch 

tit «B« fsf f4»***«^> 

»haben wir die folgenden Gletcbangen: 

ri =; cos C, 

n=si^ cos 
' 0« «. w. 

rfsfncosC; 

velehe Gleichnngeii natfiritch nnr mit desto grösserer Genauigkeit 

richtig sind, je grosser die positive ganze Zahl w angenommen 
vird. Ourcb Addition dieser Gleichungeo ergiebt sich aber: 

ip, ni = (*i + Sa + ^3 + 54 + .... + sn) cos C 

der» mit völliger Genauigkeit, eigentlich die Gleichung» welche 
m erhält, wenn man fSr die anf den beiden Seiten vorstehender 
flikhung befindlichen GrOssen die GrSnzen setzt, denen dieeel- 
kl sich nShem, wenn n in*s Uneodliche wSchst. Nnn int aber 

ndi dem Obigen 

ond offenbar 

alM mit vuUiger Genauigkeit: 

r{Bi — ^) = 4f co«s C 

oder 

4 

1) Bä^COSC. 

Beseichnen wir die Breite des Punkten f überhaupt durch 
Bfjfct, wo «ine ganze Zahl bedeutet, no ist, wie sogleich er* 

yieo wird, der Halbmesser des Parallelkreises, welchem fh als 
ijo2en angehört, rcos(^-f /^O» und rolgiicb, da FU der dem ßo* 
:en entsprechende, d. b. denselben Winkel messende Bogen 
ics Aeqnators Ist: 

woraus sich 
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1- 

i 

X 

I 



Obigm fei 



h^.zeichti^u yiii }eUt die u Theile wie FU, an^ deueu die Lao- 
Mi^ besteht, nach der Reihe dnch 

4* ^« ik» ^» 



ee iet • 



H tangC 
cosJi • 



4 = 



1.= 



Q. 8. W« 



•Im», freoo m» auf betden Seiten «ddirt» well oieiili«r 
letf In aller Strenge: 

:srtangaLini.i !^+cos(i+i) ' co8(i+2ö"'''"* * cos(Ä+(n- J) J 
ed«r 
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=rUiigC.Lim.i(sec£-|-sec(fi-(-0-|-sec(£-|-2iH-+sec(^-|-(n-I)0l. 

nter der VoraussetKung, das« n ifi'it Uneodliclie wSchst, also 

iskh immer mehr ur)(l mehr und bin zu jedem beliebigen Grade 
der Null nähert. Weil aber 

ü» 80 ist für ein in's ^Dnendlicfae wachsend^ n, also üBr ein 
■eh der Noll immer mehr nnd mehr und bis zu jedem beiiebi* 
|H) Grade nSherodes I: 

2) Li^L 

=tangCXim.tUec^H-8ec(B-t*tH««c(^+204-.^+see(iH(M^l)0V 

§. 3. 

Man setze jetzt 

y = /(a:) = log (1 ± sin a?) 

« dass also 

3f=:/tar) = log(l±tt) 
ist Nun ist 9 wenn x in x-i-Js Obergeht: 

^ti=^sind; =s sin (ar + Jw) — slnx 

fix + Jx) = log (1 ± (u + M)) , 

folglich 

. /][ar-t-^a:).-/(a:) _, iogaj:(ti-f-^«))--log(lJ:t») 

oa«r 

Aj? - Aar) _ logai:(i> -f ^k))— iog(i A«) 

Ax Au ' Ax* 

4o oacb dem Obigen: 

f{x -f ^J?) — t(x) log (1 j: (tf ^m))— log iX±u) AsUi x 

Ax ^ % Au Ax irj 
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•der 

iBmw «isMt ndi «ntec d«r VofWMtiinig, da» aieh ^« abo 
«vdi ^ der Null nSbert: 



B«^iiÜicii (VILS.D 181 ab«: 



(VI. ft. I.): 



Fol^eb ^lU. f « 5.) i*;, weüu wir wieder 



^ fkt mm m » Gaeadlidie wacbsendes positivw gai 

(1 -l- — log (1 <!• sin ^ 

1 I- . \ ^B , <a»(B^-D , , «»(g-f(»— l )i) ^ 



«rstem ai^, oiid bcmerit, das$ uberikaapt 
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V» VOM 4t» ummUicAen Reiäen. , 

tini.>(8ec£+flec(iS+j)-l- 8ec(ß-^20-|-•— +sec(^+(«»— 
Vergleicht mau diese Gleichung mit der Gleich. 2), so erhält mao : 

«od folglich« weil naeh bekannten gonlonietrirahen F4inneln 

t±^ = tans(45<» + iÄ.)- 

ist, wobei man zu beachten hat, dass, weil iB und \Bii absolut 
genommen, nie grosser als 45<^, lol^liih 45^ + ^/? und 45ö-f-^J5j 
stets positiv uTid niclit er/isser als sind, taog(45^Hhi^) und 
taug (4ü^» ^iJ^ j immer positiv «ind: 

r 7 ' , _ ^ tang(4SO-^jgO ^ ^ 
Daher haben wir jetzt nach 1) und 3) die beiden folgenden Gleich.: 

^i-^= los. '^^ ^ t-^S^V 4^ ^ • 



4. 

Sollen — L und B^-^B in Minuten ausafedrfiekt sein, so 
noss man die Grössen auf den rechten Seilen der beiden Glei* 
10800 

mögen 4) mit mnltiplldreil» wodnrch mao erhält: 



, , 10800, . tani(45« + 4/?i) ; 
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oder: 

^-^"^ T^XSi^i ^ ? tang (450 + ^ • ^ • 

igsDö * 

In der Maatik^ wo die Loiodioroe oder Riianblinie die w idh 
tigete Anwendong fiedel, reretoht nuAi aoter eioer Seemeile d« 
dOsteD Tbeil eines Gradee deo Erdäquatom. Also let naeh dii 
Begriie 

die LäDge einer Seemeile, und 



10»00 



ist dalier die In Seeneilen anegedriicicte LSnge der Loxodronw. 
Deokee wir nns deber die LSnge t der liOKodrome eelbet iauMi 
«ekon in Seemeilen ensgedrflckt, so kennen wir in der sweifai 

der beiden (jleichnnsrpn 6) ffii vorstehenden Bruch bloss ä sclirei- 
ben , uödurch die beiden in Kede steheodeu Gieichutigeu die fol- 
gende einfachere Gestalt anoebmeD: 

J0800, .tansr(45o+»B,) 



\ Xa— Xi=— ] log 



Bekanntlich Ist 

also 

und folgliefc 



ir==%7188818 
legest 0^2946 



^g(ioge) = 0,637:843 - L 
Weil nun bekanuüich 

log 9(3= 04971499 
iat» so findet man leicht: 

lOhOO 



91 log £ 



= 7915,70; 
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pon de» unendlichen Reihen* fff 

also : 
oder 

! Lx-L 
7915,70. log J isj^<r^r2^^ t 
ts=(J?j-.B)seeC 

In diesen Formeln sind die Langen und Breiten in Mianteo 
und die Läoge der Loxodrome ist io Seemeilen aaegedriickt 



Setzen wir in der bekannten (VI. §. 3.) Formel 
die GrOeee 

_ tätig (45" 
'*-taDg(46ö + 4B)' 

so ist, wie man leicht ündet: 

m 

also 

• . tang(450+iÄ,) . 
'**S^taDg(4ÖO + 4i?)5 

foiglieb nach 8): 

=2.7915,70.1og..J5;jj^^ + iL +....|tangC. 
iNacb dem ? orbergehenden Pafagraphen ist aber 

7916,70=^, 
«(löge 

Tkeil um. 7 
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RaerangswtiM ht dbcr «Mb (VIL §. 3 ): 



Für v¥enig von eioatxder versebieil^ae üreileo bat man 
<fie Mdeo folgendes Formelos 

( »s=(Bj— JJ)»eeC; 
VM <te— jeJo ch die ante anr räe KiberavgsfonMl ist. 



fi.6. 

■ 

Die X^äbeniDgsfonuel 

taugest ^~cMi(ißi 4. j5) 
i«t Mf der Fonwl 

die aacb nur eine ^iäheraogsfonnei ist« abgeleitet worden« indeM 
saa nlheniogeweiaa 



• 

Digitized by Google 



von den unendltckm Reihen* 99 

ifite; Docb ein Glied weiter gehend , würde mail tfach VII. $• 5. 

U grosserer Genauigkeit • 

810 «Q^i —JS) - ^ — , ^ J 

Mtzt haben, ao dass man alao 

tnachlässigt hat. lVIulti|)liclrt man Zähler und Nenner des ßrucha 
fder rechten Seite des GieicbheitszeicheDs in der Gleichung 

^ '-' 1M^,4 • sin i(A — B) 
i m \{Bi — B)» so erhält man : 

tangc- awi(i^-^)^ * 

^ weil nun nach dem Obi<^en bis auf die zwei ersten Glieder 

-»«^-^=(fef)'-*(l;:j)* 

t ■» vemacUfiaalgt man, wenn man 
it, Uoea 



1 /B^B\ 



b dem Obigen also im Allgemeinen allerdings etwas weniger, 
ireno man 

mal(Bi^M)sz^j^ 

it Daher ist in der That die Fofnel 

* r^huL An\{Bt-B)co^i(B^-{-B) 

V"BS76y4/ 

die Formel 
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um spum^r 



Ich 



nie *^!ir 



Anwea^iimcen des Horner ^icfiiSL liäAi 









« 



¥«1 



die SobtftiiuUAii 

fff ftj ^ 

* "^^^ i^'^ffl^ "^Mflg"^ iffloo^"** 
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vollzogen iverden sofl, so kann diess» nach einem von Horner 
nnd ßudnn herrührenden bekannten Verfahren, höchst einfach 
bewerkstelliiit uerden. Man bilde sich uämlicii zuer-st eine Glei- 
chung, deren Würze hl um üq kleiner sind, aU die Wurzeln der 
Gleichung fp{x)^Oi sei diese 

M ist Bn das Resultat der Substitution von x^Oq in (1). Uer- 

naeh bilde man sieh eine Gleiebnng, deren Wnrseln um ^ kleiner 

«lud, als die Wurzeio der Gleichung (3); sei diese. 

(4) 9(«+flo+ j^=«»+ Ci««-i+ C?ia5^+-.+ C;=0, 
80 ist Gu das Resultat der Substitution von jr s= 4' ^ (1)* 



Ahdann Irilde man sich eine Gleichung, deren Wuraeln «m« 

kleiner sind, als die Wurzein der Gleichung (4); sei diese 

so ist />jt das Resultat der Substitation von ^=^0.4- j^-f*^^ 
(]) 8* f. u. s*f. — Es ist femer bekannt, dass B^^^i, Cn^u 
i^i^y.... die Sttbstitutionsresnltate sind von x^tt^t «s=stf0<|.^ 

^= -|~ lg "l" iQ^f ie 9>'(^); dann Dn-^"»» die 

(p"(.r) 

Sabslitutionsresultate von (lonseiheu Wertben in u. s. f. Es 

kann nun sein, dass die Zahl 

«—«0 + 10 lOÖ + lOÜÖ ^ lüOOO 

nicht gegeben, sondern dass sie nach gewissen Bedingungen zu. 
bestimmen sei, etwa so, dass die letzten Glieder der Gleichungen 
(3)^ {4), (5), ...... nämlich Bn* d, Bns—** eich fort nnd fort der 

Ntdl nähern ; oder dass die Torletxten Glieder oder die vorvofrletz* 
ten Glieder derselben Gleicbuogen sich fort und fort der Null 
nähern , u. 8. f. 

Was die Erfüllung der ersten Bedingung anbelangt, nSmlich 
<>ie Zahlen bestimmen, dass die letz* 
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Um Gü«der GleicbongeD 0), (4)/(|5V...» nSmlicb Bnf Cm, 
•ich fort iiod iort der Null nfthero, so kaon sie als eine ToUsfin« 
dig erledigte ao gesehen ' werden; denn es wird hier eigeatlich 
jener Werth von x verlangt, der die Gleichung q)(x)=zO ideutifi« 
cirt. Nach der von mir vervollkommneten Horner'schen Methode 
findet man sänimtliche Wurzeln dieser CU ichung, die reellen 80« 
wohl als die imaginären, mit jedem beliebigen , Grade der Ge« 
naoigkelt ' 

Werden die Zahlen g^, «i, a^t «3» 04,.... so verlangt, auf 
dass die vorletzten Glieder ßn^i , Cu-i » Dn-i •.. sich fort und 
fort der ^ull nähern, so ist die^e Auigabe eben so einfach zu 
lösen, als die frühere; der gefundene Werth von SP ist dann eine 
Wurzel der Gleichung (p'ia:) = 0, und die Grense» der sich die 
letzten Glieder Cnt,I^n*»» fort und fort nähern» ist das Sub« 
etitutlonsresoltat des gefundenen x in 9)(:r). 

Man gelangt zu solchen Fragen hei der Bestimmung der Coor- 
dinaten eines höchsten oder tiefsten Punktes einer Curve, dereo 
Gleichung ys=sqpOp) ist» und am sie za losen» wird man daher fol- 
genden. Weg hetreteo kOnnen: 

Man bestimme sich vorerst die zwei ersten Ziffern» etwa ^>+^ 
einer Wurzel der Gleichung 9'(^)=0; bilde sich dann eine Gleichung 

o?» + Ci ^'»- » + C^o;«-* +.... + Cu-ix + C, = 0 » 

deren Wmrseln um c^o-f ]() kleiner sind» als dleWoraeln derGlei* 

chnng q>(x):=zO, dividire in der so herauskommenden Gleichung 
das vorletzte Glied durch das vorvorletzte» der halbe mit geän- 
derten Zeichen genommene Quotient gibt» wie aus einer klaren 
Einsicht des Horner'schen und Budan'scheo Verfahrens tos 

selbst hervorgeht» nahe nun vermindere man um diese die 

Wurzeln der letztgebildeten Gleichung, und erhält man 

+ />,a;"-i + Z>a^»-* + + Dn-io: + /)« = 0, 

80 dividire man wieder das vorletzte Glied dieser Gleichung durch 
das vorvorletzte $ der halbe ruit geänderten Zeicheu genommeBe 

Quotient gieht nahe ^q^q; und fidirt man so fort» eo erhSit man 

ap-«o r J iQo + iöoo ■** 10000 + 



• 
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ajfl die gesuchte ^bscisse uod da« ^ubstltiitloiifresattat dieses Wer- 
tiies als die gesuchte Ordinate eines höchsten oder tiefsten Puniftes» 

Wir wollen durch ein {lassende« Beispiel das hier gelehrte 
Ver&hren heleuchteo. Man suche die Coordinaten der hSchsten 
oder tielkten Punkte der Curve^ deren Gleichung folgende ist: 

Um diese Autgabe zu lüseo hat man ofifenbar zuerst die GAeicbung 

auizulusen, dann das ^»ubätitutionsresuUat des hieraus folgenden 
Werth es von x zu bestimmen. Letztere Gleichung lasst sich auch 
so schreiben: 

(6) 18a:'^ + 'ia:-7:=:0, 

und hat eine Wurzel zwischen 17 und 18. Vermindert man daher 
die Wurzln der Gleichung 

um 17, ie hat mau nach Horner 's und Bndan's Terfiihren: 

1 —24 4 —28 4 

1 - 7 -115 ^1983 — 3»7a7* 
1 10 65 -1048" 

1 27 514* 
1 44* 

—33707 ist das Substitntionsresultat von x=17 in ^. Um nun 
die nächste Ziffer der Wurzel der Gleichung •^O) zu erhalten» di* 
▼idire man J048 durch 514, der halbe Quotient gibt nahe dieZebn- 

tel; hier ist der halbe Quotient grusser als I, da aber die Curve 

y =0:44.44^3 ^Öl4^a_ i04ai:^33707 

einen tiefsten Punkt hat, dessen Abscisse zwischen 0 und 1 liegt» 
so vermindere man die Wurzeln der Gleichung 

+ 44a:3 + 514*2— 1048ir-- 33707 = 0 

um 0*9, und hat so: 



1 


44 


514 


— 1048 


-33707 . 


1 


44*9 


554-41 




-34201*1279* 


1 


45-8 


695*63 


— 12-964* 




1 


4()-7 








1 


47-6* 









I 
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Für a; = 17-9 ist daher ^=-34201-1279 und ^=:y=— 12 964, 

Die nächste Ziffer ergibt sich aus dem Bruche 

1 12-964 



2 * 637-66 



ssO-Ol«.. 



und ist somit 0*01; vermindert man am diess die Wurzeln dei 

Gleichung 

««-f 47*6;^+6a7-66a;*— 12*964dr--3420M279 ssO, 
so hat man: 

i 47-6 63706 — 12-964. — 34JÜI 1279 

1 47-61 638- 1361 — 6-582639 - 34^1-19372639* 
] ' 47-62 638-6123 — 0196516* 
. 1 4763 6390886* 
1 4764* 

Für ar = 17-91 ist daher y=— 3420119372639 und y=:-.0 1965m 
Die näcliste Ziffer ergibt sich aus 

1 o-im.m 

2 ' 639*08»6 ^ 

und ist 00001. 

Führt man jetzt die Recbnoog abgeltfirzt weiter, so hat man: 

1 47-64 639*0686 —0196516 — 3420M9372639« 
1 47-04 6390934 — 0-13260 r ^3420119373965* 

1 47-Ö 639-0«8* — OOööOU* (1) 

Die nSchste Ziffer ist 

1 0-06869 
ä * 639098 — 

1 47 639-09 — 0ÜG809 — 3420M9373965 

-.00367 4 — 342Ü1-19374149* 



' -0 ÜÜ47» 



Die nXehste Ziffer ist 



S * 639 09 



(^) Die Ziffern, welche im Manuscripte dieses .AufsQt/( s durchstrichen 
geschrieben waren , nim\ in Ermangelung «olcher Züfem in der Druckerei 
mit Itleiner Schrift gedruckt worden. G. 
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Mao bat «omit für die Coordinaten des üefiiten Piwkiea - 

= 17-910153.... = -34201 19374.... i 

idb rage des tiefsten Pankfes« Kell der zweite Difeerentialqootient 
gleieh der HSlfte ist von dem Torvorletslen Gttede, und diese« 

stets positiv erschien. ^. 

Anf ganz ähnliche Weise lässtsich auch bestimmen jener Werth 
w^x, welcher g>"(ar)=0 macht, und das Resultat der Substitution 
üeses Werthes jni 9^(2); wir wollen stich noch, hierüber ein Belr 
spiel geben. 

Man fisuciic die Coordinaten der Wendepunkte der Curve ' 

r 

Fflf einen Wendepunkt muss bekanntlich ^"=0 sein» d. b. es muss sein : 

3a;2— 36a; + 2=0, ♦ 

nd diese Glelchnng hat eine Worzel swfsefien 11 und 19. Yer- 

Eiiodert man die Wurzeln der Gleichung (p{x) —{} um Ii, 00 hat man: 



r 


—24 


4 


—28 4 


1 


--13 


«-139 


—1557 —17123* 


1 


— 2 


—161 


—3328* 


1 


Ii 


— 02* 




1 

* 


20* 







Die nSchste Ziffer ist nahe gleich dem dritten Thelle des 

Quotienten vom vorletzten Gliede dividirt durch das vorvorletzte 

1 62 

alt geänderten Zeichen , mithin in diesem Falle ^-cy^y da aber die 

nächste Ziffer nnr Zehntel sein kann, so rermindere man die tVnr- 

zelo der Gleicbuno' 

O I 

*. 

^ + 2air> - 620^^33280?- 17123 rs 0 



0010*9, 


und bat so: 






1 


20 —62 


-3328 


— 17123 


1 


20-9 —4319 


-3366 871 


— 201Ö3I839* 


1 


21-8 —2357 


—3388084* 




1 


22 7 — 314* 






1 


236* 







Die nächste Ziffer ergibt sich ans ^.^ = 0*04.,.. und ist 
vermindert man nun um 004 die Wurzeln der Gleichung 
«44 23*6o:>— 3«14«*-3388'064o;— 20153rl83Q 0» 



Digitized by Google 



«o bat nm: 

1 23-6 —3-14 —3388084 -.501531839 

1 2364 —2 1944 - 3388171776 —2028871077104* 

1 23 68 -1-2472 - 3388*221664 • 

1 23-72 --0-2Ö84* 

1 23-76» 

1 0*2984 

Ferner Ist ffir die nächste Ziffer ^ . -^3:^ = 0'004.... ; venniii* 
dert man daher um 0*004 die Wurzeln der Gleichung 

+ 23'7&r*-0*2g84i:a— 3388*22]664:r--20288-71077104 =0, 

so hat man« wenn man die Rechnung abgekürzt weiter fiBhrt: 

1 23-76 -.0 2984 —3388-221664 -20288 71077104 
1 23*764 -0*2034 -3388*222478. —20302*26366095* 
1 23-7«» -01084 — 3388-222912» 
1 23-772 -^OOISS» 
1 23-776» 

Für die näcbstkommend^ Ziffer hat man ^« ^^^0*0001«*.; 

es sind folglich nabexn 

= 11*9441.... y=±: -20302.... 

die Goordinaten eines Wendepunktes der vorgelegten Oarve. — 
Dass die ganze Operation eben so vor sich geht, wenn iiuagi« 
när ist, versteilt «ich von selbst. 

Ich wili nun noch zeigen , wie man auf eben so einfache Weise 
die höchsten und tiefsten Punkte einer Fliehe oder überhaupt die 
Punkte, an die sich horizontale Berühmngsebenen fiihren lassen, 
finden kann, wenn nur die Ooordlnaten und ^ eines solchen Punk- 
tes itaher.u bekannt sind. 

Wären :r=<v, y = ß nahezu die Coordinaten eines solchen Punk- 
tes der Fläche z^(p{x,y) (unter (p{x,y) eine ganze algebraische 
Function Ton w und ff verstanden), so bilde man eine Gleichung, 
deren Wurzeln x und ^ um a und ß kielner sind, als die Wn^ 
zeln der Gleichung ^(^«sOssO; erhält man auf diese Weise 

wo '\\){Xyy) eine solche Function von ^nnd y vorstellt, deren ein-, 
zeloe Glieder von höherem als dem zweiten Grade sind, und wo A, 

B, C, D, E, F constante Zahlen bedeuten, so muss $ und?- 

da djß 

nahezu gleich Mull sein. Mnn ist 
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IKe beiden Glieder ^^^^ und ^^^i^ «nd kleine GrsiMen, 

lobeier als erster Ordnunj^, lassen «ich also för etilen Augenblick 

Ternachlässigen ; mau hat daher zur Bestimmung der zu a und |3 
iibzuzusetz enden Werthe von x und ^ die beiden Gleichungen 
(Tsteo Grades : 

Ronas 

(tIgL — Um daher die höchsten oder tiefsten Funkte einer Fläche 
is^dp^y) z« hestimmeo» verjähre man auf folgende Wslae: Man 

«ke die zwei ersten Zti&em der Wurzeln der Gleichungen ^=0, 
^=:0; wären diese ^ 

* = ffo+Jg». 3^ = ^o^- j^' 

fiMIde man sieh dann eine Gleiebnng, deren Onbekannte x and 

yum diese Werthe kleiner sind, als die Unhekannten der Gleichung 
11)^0, indem mau nämlich daselbst statt arund y respective 

+ > ^ ~^ ^0 + 20 ^^^^^ ' diese Gleichung 

n iit F das Resultat der Snbstitutloii der ge&ainiten Werthe von 
t ind ff in z. Vernachlässigt man jetzt fSr einen Aagenhlick 

^^»y)» und wählt X und so, dass 

ein Maximum oder Minimum wird; mit andern Worten, wählt man 
7 und y so, wie die Gleichungen (7) nie geben, e>a erhüit man für 

tiahe för ^ nahe um diese Werths vermindere man 
ISO die Unbekannten x und y der Gleichung (8)» und eriiäit man so 
l^iC^r, y) + 4«" + + Ciä^H ^lo; + + = 0, 



Digitized by Google 



so sind wieder die Werthe x und welche 

zu eioem Maximum oder Minimum machen , aaliezu j^jg und 
und Fl das Substitutionsresultat von 



Ol 



07. 



^1 , ^2 

10 + 100 



in x; und fölirt man auf diese Weise fort, so erhält man suecessive 

die einzelnen Ziffern der Wurzeln* der Gleichungen 

dz ^ dz ^ 

und das Substitutionsresultat dieser Wurzeln in r. 

Auch hier diene ein Beii^piel zum hes&Qio Verständnis«. — ' Mao 
suche jene Punkte der Fläche 

an die- horizontale BerOhrungsebenen gezogen weiifefi hlhisen» 

Für solche Funkte muss sein: , . 

dz 



dy 



Diesen beiden Gleichungen genügen > ' 

Bildet man nun eine Gleichung, deren Unbekannte x und y um 
2*1 und 0*6 kleiner sind» als die Unbekannten ^pund ff der Gleicbuog 

ir«— 5a-2 (4y 4- ö) + 12 = 0, 

so hat: man,, wenn man sich des Verfahrens bedient, das ich in 
meinem Werke : „Allgemeine Auflrisnng der Zahlen-Glei- 
ch u d e n mit 0 i 11 e I oder mehrere 11 V n b e k a ini t e n " bei der 
Aunüsiirii^ eiiie& Systems zweier Gleichungen mit zweieu ünbekauu- 
ten geiietertj Folgendes: 



1 



—5 

—0-8 
1-3* 



4^ + 5 
4^—109 

4y-0-37** 



— .V^ + 0^ + 147/ + 9711 • 
-ry^-O-e^a-f l<l4y +10-335 
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wod die traosfomirie GMcliaiig ist: 
Hier iiai man nnn: 





1-3 


CD = 


0*666 




4 


BE = 


1*28 


c=- 


-1-8 


AE=^ 


0*416 




-ü-37 


BD=z- 


1-48 




0*32 


= 


16 








fi.34 



2CD=z 
BE— 



1-332 
1-28 



BD — 



0-416 
•1-48 



4jr = 



16 

- 9-36 



2C/>— ß£=0<)Ö2 2ii£;—J^/^= 1*896 4^Css26*36 

_0^_^.^ 

Setzt man.pjnn in (d) statt y+Q'Q?». •<> b<^t man: 



1 


1-3 


4 


—0-37 


—1 


— 1-8 


032 


10335 






4 


—009** . 


-1 


— 1-87 


O l SOI 


10*348237** 










—1 


-1*94 


00533** 












-1 


—2*01** 


r 





niuD liat mao: 



^= 1*3 
i?= 4 ' 

C=-201 

00533 
0*361^ ^AE^ 

Wm BD:=z 



CD = 0*1809 

BE=: 0-2132 
JJE = 006929 
ß/>=— 036 

S>= 16 

^C=— 2-613 

013858 B^ss 

— 0 36 4^C= 



2CI>= 

BE=i 

WB^^SESGIM, :2J£-^l>=0*49858 B^^4AC^»4&i 



16 

10*452 



0*1486 _ 0*49858 
^ ~26'4Ö2^^^*'" ' ^ — 26 462 ="'"^-' 
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ätiBßrmfseHn und Buämifwckem 



Da hier filr WXl lieraiwkViiniit, mvM man noch das y tim 

Gleichuog (10) um O'Ol ▼ermmdem» onaii erhält dann: 



1*3 



4 —(HM) 
4 -005*» 



-1 


—2-01 




—202 


— 1 


— 2-03 


-1 





Mm 10-348237 

0 0331 10 34b568« 
0*0128** 



2=4:^ ^-la^» 4-^4^— 00d)_y — 2<%3-|-00128y-i-10 34SÖ68 



1-3 
B= 4 

005 
£^ Oi)l^ 

00512 



:0-005..., 



C/>= 0102 
^£;=r: 00512 

if£s 001664 

= 16 
=5—2*652 

0-03328 16 

-02 4il C= --10008 

— 4^C=260Q6 



01528 



0-23328 
^""26008 



Vermindert man daher das x um 0*005» das y um 0*008» '00 
hat man: 



1 , 


1-3 


1 


1*305 


1 


ISIO 


1 


1-315* 



4 —0 05 
4'«L.0O43475 
4 -0036926* 

4 -0O04925** 



—1 -2 04 0O128 I0-34S ,08 
-1 «-204 0O328 10*348350625* 
^1—2-048 0016416 10-34848n5S^ 

— 1— :>056 0 00Ü032** 
I —1 —2*064** 
Die neue Gleichung ist: 

xssd:*-}- l*31&r*-|-^%^0-004925)— 2O64i/''-.0O00032y 

+ 10-3484S1953 

Qod hier hat man: 

J= 1*315 Ci>= 00101652 

B:sz 4 fi£:^-*0O00128 

C=— 2064 AE^^i 

1^=2— 0Ü041>25 yi/>:=~0-0197 

£=—0000032 B^— 16 
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2CD:^ 0-0203304 
BE= -0000128 

J|Ss 16 
JBS— 4ilC=s 26*86664 



D. 8. f. Es sind also 



2 JE SB -0 000(^16 

BD =g >-00197 
2il£— ^Z>^CF0p61584 

00204584 



26-86664 

001961584 
26*85664 



=0 



«sOÜQ07. 



««2-1067. 

^=0-6887.... 
z =10-348.... 

die Coordinaten eines solcher^ Pnnktes der rorgelegten Fläche, alt 
den' sich .eine horizontale Berfibrahgsebene fähren lässt Wflrei 

hlefiSr — W<0 and r^O» so wftre^ d^4er,INiBfcit ein ^|l6chs^r 

oder tiefster der Flfiche. 



in. 

Zwei neue Beweise des Theorems von Legendre 
über .sphärische Dreiecke^ deren Seiten gegen den 
Halbmesser der Kogel, auf welcher sie liegen, sehr 

IJeia sind. 

Von 

dem Herausgeber. 

Der Beweis, welchen Legendre selbst für sein berühmtes» 
oamentlich für die Geodäsie so ungemein wichtiges Theorem über 
sphärische Dreiecke > deren Selten gegen den Halbmesser der 
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112 G runer t: Zwei neue Beweise des Theorems 

Kugel, auf welcher sie r»e2:en, sehr klein sind, £:^es^eben liat, ist 
in die meisten Schriften über höhere (jeodiisic ijl>er^egan2;en, 
dörfte aber rücksichtlich der Deutlichkeit und Kürze wohl Einiges 
zu wünschen übrig lassen. Einen anderen > jedenfalls sehr sinn- 
reichen und in mehreren Beziehungen sich empfehlenden Beweis 
dieses wichtigen Satzes, den ich deshalb den Lesern, des Archivs: 
in tbl.l.Nr.LVLS.436. n^itzutheileb nielifr unterlassiea habe, bat 
Gauss. in SSsten. Bande des Grelle' sehen Journals gege* 
ben. So sinnreich dieser Beweis aber auch ist, hat er mir doch 
immer nicht sehr direct geschienen, wie schon daraus hervorgehen 
dürfte, dass er verschiedene, dem Gegenstande jedenfalls ferner 
liegende Sätze, ja f^elbst den berühmten Lhuilier ischen Aus- 
druck für die Tangente des vierten Theils des sphärischen Exces- 
ses, in Anwendung bringt, ich selbst habe „ Üeber sphärische 
Dreiecke« deren Seiten im Verbältniss zu dem Halb- 
messer d^er Kugel, auf welcher sie Uegen^, sehrjcleia 
sind*' im Archiv Tbl. IX. Nr. III. S.8. eine aasföbrlicbe AbhanA- 
lung geliefert» in welcher natürlich das Legcndre'scbe Theorem 
auch vorkommt. Diese Abhandlung hat aber nicht bloss das in 
Rede stellende Theorem an sich zum Gegenstande, sondern sucht 
dasselbe überhaupt weiter zu führen, und bedient sich daher bei 
ihren Entwickeiungen durchgangig der IVJethoden iler höheren Ana- 
lysis, weshalb es nicht meine Absicht sein kann» hier auf die- 
selbe zu verweisen. - . « . 

Die Leser des Archivs werden sich vielleicht erinnern, dass 
ich in verschieficnf n AhhandTimgen, insbesondere Thl.XVI.Nr. XVi. 
A 194. und Tbl. XVll. Nr. VI. S. den Versuch gemacht habe, 
die Lehren der sphSrischen Trigonometrie in einer neuen und, wie 
-ich hoffe 9 vereinfachten Weise darzustellen*). Zar Vervolktin- 
digung jener Arbeiten schien mir immer ein mochlicbst einfacher 
und hauptsächlich möglichst directer Beweis des wichtigen Le- 
gend re'schen islatzes würiscbenswerth , nach dem ich längere Zeit 
gesucht habe. Die beiden von mir jetzt geluinlcfien Beweise will 
ich im Folgenden mittheilen, und bemerke nur vorläuüg« dass bei 



♦) Herr Doctor Wicfrand in Halle hat in der eropfehlcnswertlipn 
Scbrift: „Grundziige der •phärischen Trigonometrie. Halle 
1853^' die von mir gef^ebenen neuen Beweise zo einer voif der blsheri- 
g«i sich gaoB unterscheidenden systematischen Uarstellunf^ der sphäri- 
achen Trigonometrie heniitzt, wofür ich demselben zn Dank verpflichtet 
bin* Dasselbe hat auch Herr Inspertor Gent zn Liegnitz gethan in 
dem Progmmm. der. dortigen Bitteralmdeiiiie von Ottern 1863, mit Bin- 
aiiigwig* mehrerer eigner beeshtuiigswertlMv BeMrlraiigee. ' 
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dieseD beiden Beweisen aeeeer der ReUie für «ie jr l^eiHcb Mth 
die Reibe fiir Aresin x in Anwendung gebracbt wird, was bei den 
bitberigen Beweisen wenigstens ntebt In so bestlmmler Weise wie 
Im Folgenden gescbiebt, da diese Beweise bauptsfi^blieb nur auf 
der -erslerHi ReilM Ar sindr beruhen. leb rouss aber'geatebea^ 
dass iefi nicht einselie, warum man, wenn man, was bei dieseA 
Gegenstande nun einmal nicht zu umgehen ist, überhaupt eine 
genauere Bekanntschaft mit der Lehre vou den uu endlichen Reihen 
in Anspruch zu nehmen genotfalgt ist, ausser der Reihe für s\nx 
nicht auch die gleichtulls sehr wich fise Reihe für Aresin :r als be- 
kiiiint vorausset;^en will. Vielleicht wird die It» der Abhandlung 
Nr. 1. in diesem Hefte von mir ireirebene „Elementare Dar- 
stellung der Lehre von den unendlichen Reiben" geeig- 
net sein, eine allsenieinere IjeUauntsebaft mit <!i<'stin in allen Be- 
ziehungen so wicbtii^cn («ei^enstande auf eiuera vüUig gründUcbeo 
elementaren Wege zu veruüttcla. 

Bevor ich zu der Entwickelung der beiden von mir gefande- 
oen neuen Beweise des Legendre'scben Theorems selbst Über- 
gehe« bemerlce ich rflcksicbiUcb der Geschichte dieses wichtigen 
and merkwürdigen Satzes, dass derselbe von Legen dre zuerst 
io den M^moires de l'Academie des scienees de Paris 
1787. p. 338. ohne Beiveis niitgetheilt worden ist Mit einem Be- 
weise versehen findet sieb derselbe zuerst in den M^tbodee 
analytiques pour la determination d*itn arc du m^ridien; 
par J. 13. J. Delambre: precedees diun memoire sur le 
meiue 8U Jet, par A. .AI. Lei:eiidre. Paris. Au VU. p. 13., wo 
Legenil r«' liber s«'inen Salz sagt; „IJIe raniene immediatement 
a la trigoiHHiietiie rectili^ne^la resolution des triangles spheriipies 
tre«-pei] eonrbes ou dunt les cotes sont tres petits par rappurt au 
rsyoa de la sphere.*' 

leb wende mich nun zu der Entwickeluug der beiden neuen 
Beweise des Satzes. 



< 

Nach einer bekannten Formel der i^phärischen Trigonometrie 
ist, wenn wir die Seiten und Winkel eines spbäriscben Dreiecks 
auf gewöhnliche Weise resp. durch u, ö, c und A, B, C bezeichnen: 

eo si^-l' eosg cos C 
1) Cosa SS /» > 

also, wie maa mittelst der Formel 

2 siu io* = 1 — cos a 
Thttt Will. ® 
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Meiwa in bekannter Weise leicht findet: 

'21 fii„>„a- «>»*(^ + + C) cos \{B-\^C-Ai 
Z) s.D,a»_ müBiinC ' 

13 ozci ebnen wir min den Excesa des sphärischeD Dreieck|( diudi 
E, so ist bekanotiicii : 



cos HA-^B+ C)=— sin 411, cos i{B^C- A)^sixk (A — i^); 
folglich nach 2): 

^'"^^'^ «dB sin C > 

und hieraus: 

Wir Wüllen uns von nnn an alle Seiten und Winkel, d. h. die 
die l( t/toren messenden Bo«en, des sphärischen Dreiecks in Thei 
len des Halbmessers der Kussel,, auf der das sphärische Dreieck 
Usgt, ausgedrückt denken, wobei wir zugleich wie gewöhnlich die- 
sen Uaibmesser der Einheit gleich setzen. Dies voransgeseM^ 
sehen whr aus der Gleichuog 4)» dass E in Bezug aof nnd na» 
iOrlich gaaa ehen so auch in Bezug auf b und eloe GrUsse in 
■weiten Ordnung ist. 

Weil nun, wenn Aresin den, absolut geoommen» klelnstsi 
Bogen heselcbnet» dessen Sinus die GrOsse x ist» bekanntlich 

6) Arcsin ^=«ir + j.2^+g'2T4^"*"7' 2^. ö ^ + — 
und nach den Lehren der sphärischen Trigonometrie 

6) sinA=:-;^ — -ÄBUia • 
sin A 

ist, so ist 

, sinJ? . . 1 1/sin/A» . .1 1.3/8inÄV 

^=airi''*"^+3-2(,äS3; +5-2:4(50; 

und folglich, weil bekanntlich 
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« 

' , «• _ 

7) «»«=«-1:2:3 +n;::ö-i::::7+ - 

ist, wenn man alle Glieder vemachlfieaigt, die lo Beaug auf « ▼ea 
einer die vierte Obersteigenden Ordnung sind: 



sin J ain^ 
oder 



Nun ist aber nach 3) 

ufitl man kann folglich in der Formel 8)» weil der Bogen und aeiu 
Sinus immer von gleicher Ordnung sind, 

sin^BsinC ' awo. a - si„2?sinC 

setseo, wodurch man folgenden Ausdruck erhält: 

sin/? , . gt Sin ( J — ; (s i n .4^ — sin g») , 
' sio^ * ' sin^'^sin^sinC 

# 

immer erat mit Vernacbliaaigung von Gliedern« welclie In Besng 
auf 0 von einer die vierte übersteigenden Ordnung aind* Ea iat 
aber • 

sin(^ — ^E)=>&mAcos^^E — cos^lsin^f; 

und weil nun sin \E nach 4) von der aweiten Ordnung, ferner erat 
mit Vernachlässigung von Gliedern der vierten Ordnung» was auf 
dec Stelle aus der Reihe 

erhellet, cos^A' = I ist; so kann man, indeui man immer erst Glie- 
der Temachlässigt, \^olche, in Bezug auf o von einer die ^rte 
übersteigenden Ordnung sindj in dem Ausdrucke 9) von b offenoar 

ainOi— 4£) = «ti^, 

also nach 9): 

^ arail ' * amiflam^amC 
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aetien» mlche letztere Formel, rnid noch mebr oacUMr die For 

mel 11) y ieh an sich fiir merkiyurdig halte. 

Nqd Ist iiier 

» 

=si«fci4(.4 + B) cos i5) .2sin \{A^B) co«4(^ +Äj 

■ 

also Dach IG) auch: 

11) o=:a-r— 7II — feio|£ . ; — i> — I» 

vod folglieb» weil 

ist: 



dl aber 

aiii (C— £;) =siii Ccos E — cos Csio £ ' 

ist, NU kann, indem man in «lern Ausdrucke von b immer erst 
Glieder veriiachläj^sigt^ die in Bezno^ auf a von einer die vierte 
fibersteigenden Ordnung sied, in diesem Aosdnicke naeb eioti 
gaos äbulicben Betracbtnngsvreise wie vorher 

«in (C— £) = ßin C 

gesetzt werden^ wodurch man 

sin^ ' * siniflsroJS ' 1 



oder 



13) 6=c||^{l+Jsin4fi(cot^— cotJB)! 



oder ganz ijiit demselben Grade der Genauigkeit , indem man niiiii 
Höh erst GlicMler vernachlässigt, die in Bezug auf a von einer 
die vierte übersteigenden Ordnung sind» 



U) 6«o^'ll + J£(cotil-cotÄ)l 



eiblilt 
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abo erst mit VeniachlSMigung von GlledeiH, welche in Bezugs 
aaf a ?oo der vierten Ordnung sind : 



sin (Ä - \ E) sin B^\Ecosh 



< ■ 



= ^ll + :£(coM-cptÄ)| 
oder 

1 + |£(C0t J - cotÄ) = ^ • jr^^^^^ , 

folglich nach 14) erst mit VemacJilSssigung von Gliedera, welche 
in Bezug aof a von ^ner die vierte übersteigenden Ordoong sind; 



also 



* - " sin ^ ' sin Ä * sin (ii - i£) * 
_ ^ shi(Ä-i£) 



Ueberbaitpt ist also erst mit Vernachlässigung von Gliedern» 
dis in Beaug anf 6, c von einer die vierte übersteigenden 
Ordnung sind; 

sin(>4 — IE) _ {A — \E) 

'^-^^^(,B^^^-[E)-'^sm(C^iE)' ' 

\^-^ainiC-iE)^^s\niÄ^^^)' 

_ sin (C— sm(C— ^.Z :) 

si« W ~ ^ sin (Ä— iJB) • 

Man kann also ein sphKrisches Dreieck, dessen 
Seiten gegen den Halbmesser der Kugel, auf welcher 
^8 liegt, klein sind, erst mit Vernachlässigung von 
Gliedern, welche in Bezug auf die Seiten dieses Drei- 
ecks von einer die vierte übersteigenden Ordnung sind. 



4 
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wie ein ebene« Dreieck anflOeen» dessee Seiten, den 
Seitee dee gegebenen spbSriscIien Dreiecks gleich 

sind, uud dessen Winkel erhalten werden, wenn man 
von jedem der Winkel des sphärischen Dreiecks den 
dritten Theii des sphärischen Excesses dieses Drei- 
ecke eubtrabirt. 

Dien bt das berfibmte Tbeorem von Legend re« von welchem 
bei Rechnungen der litSberen GeodSsle so viel&cher and so vor« 

Ibcilhafter Celiraiich «gemacht wird. ^ 

Ein zweiter Beweis dieses überaus wichtigen Salzes kann anf 
folgende Art geföbrt werden. 

Nach 3) ist: 

,inC~=""^**"<^"*^^sin^sinBsinCr 

eise 

slnta=^-^siD^sin(^-4i;) \^^^^^,'^\ 

« 

und folglieb: 

■ 2 3 

4a = sin + i • 1 sin io* + J . sin Ja* + .... 



. I siniJS 1 1 ■ 

, ; , i Vrfi.^.i»M-t£).»iD^sln (4 - iE) jsü:^"^!^ 
+ i. j; J V »iM(a=i£).l8in^sinU-i£)l« | rt„Ata&n -^ ' 

r 

1 3 

46 s sin i6 -I- M sin -f i • ^ sin ;6<^ -f «... 
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Seti6B wir mm der Kflrae w«g«n t 

+ , 

+ 

so »rlialteD wir nach dem Obigen sogleicli: 

,Q ö 8\n B »\n(B'^^^) Q 

In Bezug auf die Seiten des sphärischen Dreiecks etsi mit 
Vernachlässiguni? von Gliedern der vierten Ordnung ist aber 
nach 17) und Ib) offenbar: 

^-*+* aOrlriTc • 

^ , , sin(/?— 5^sin4£, 
^ ^ ' siüAsmC 

iklao ist mit Vernachllssigung von Gfiedem» welche in Besag anf 
die Seiteu des sphSrischen Dreiecks von der Tierten Ordnung sind, 
nach 19): 

B\n(B-\E )HmiE 

m ^ _i r ^^n Jf s\u ( Z>^ ' E) ^^"^ sin ^ sin C 
^ <i""\ 8iD^6ioU-4/:>) \ , . sin(^-^£)6in^iE ' 

* + sin^sinC 

Hieraus ergiebt sich, weii 

8\n{A — lE) = s\nA cos \E — cos As'm^E, 
sin(^— 4^)=sin^co$f£ — cosJ^sin4-£ * 

ist, offenbar {mioer ganz mit demselben Grade der Gamnigfceit 
wie vorher: 

' 1 _i_ 1 8*"^sinj£ 



sinii8in(^-— i£) * • . i sin ^ sin ^15 



sin sin C 
sin ^ sin i 



cos J 



jB— cotJ^sinfJB sinylsinC 



cos4£ — cot^sin i^E . sin A sin !^E 

* + sinBsinC 
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- siHiTglfltJE : 

^ siqul T 1 — coiAslnlE * | , , sin 



1 + 

, 8ini?sini£ 



III r"' ^ 
ging l^icot^tfujE ^^'^^ smAsinC 

^ + sinJSsinC 
(1 - 4 cot sin 4£)-i (1 - i cot ^ ain l«). ^ 

= ^^(1 + i cot^ sio iE) (1— i cot Ä sin 4iE) 

Siü^ 

sin 1? , ^ sin — sin ^ . 

= iSra ' ^ + ^ ^"^^^ J - cot i5) U l - 1 sin 4£ gin^gini5siic' 

=^^^^ 1 1 + i sin IE (cot ^— cot ^) } 1 1 + ; sia (co t J - cot /?) ) 
8in ifl 

^ { 1 ^ i sin ii; (cot -4 - CO t jß) + i sio i£; (cot -4 —cot B) ] , 

sin A 

woraus sogleich 

21) h38in;£(cot/l-cotiOI 

folgt* 

Weil in dieser Formel erst Glieder TernaehiSssigt wordco 
sind , frelclie in Bezug auf die Seiten des sphärischen Dfeiecki 
der vierten Ordnuncr an<jeh(5Ten , so ist erst mit Vernachlässigung 

von in Bezug anl die Seiten Ues Sphärischen Dreieck« die vierte 
übersteigenden Ordnungen: 

2J) 6=ajJ^ll + §sin^i;(cot^— cotii)i, 

was wieder ganz die sclion in 13) gefundene Gleichung ist, aus 
d^r alles Üebrige völlig auf dieselbe Weise wie oben folgt 

*) Nach dem BiiiomiAchen LeiirHiit'/.c, 
**) 6^m anf fthnlicbe Act wie oben. 
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Integration der Differentialgleichung 
mittelst besüminter Integrale* 



Von 



Herrn Simon Spitzer^ 

kuMU nnd PriTBtdoc d«r Msthematib am k. Ic. polytachniadian 

Institute s» Wien. 



m, n, p, q, s bedeuten beliebige coostaDte Zahlen, von 
denen auch einige gleich Null sein kOanen« s allein setoen wir 
jederseit als von ^Noii veracfaieden voraas. 

Ich setze das Integral obiger DiffereotialgleichuDg voraus in 
folgender Form: 



anier « vnti W einstweilen noch unbekannte Functionen vcm «, und 
onter tii und ebenfalls noch unbekannte, aber constaote Zahlen 

TersUudeu. Bestimmt man aus (2): 






und fiubstitnirt diese Werthe in (1)» so erhftlt man : 



9 
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J"^ fF \% (4i«2a;* + hitx + + 2«) + (r + qx) (2im;+ ü) 

oder, wenn nian den Ausdruck innerhalb der grossen Klammei 
nach X ordnet: 

IF t x^iu^s + 2tty + m) + (/iuvs + 2ttr + ^ro -f- «) 

Setzt man der kürze halber: 

(3) 4ttM+2Mr+qfü + «=itff 

«a* + 2Ms + w+p=:iV; 

so ist: 

«f 

Berücksichtigt man non, dass 

Lx^^Mx'{^N=2Hx^'^v'x)^x(I^-'lA>')-tN 

identisch statt ündet, und wählt man v so, dass 

wird» so erhSit man statt obiger Gleichung: 

W[L{x^ + tj'a;) + ]S}du =0 

oder 

Das erste Integral iässt sich auch so schreiben : 



7 anT-^«^ 



(Ii 



und gibt nach der Methode des theüweisen Integrirens behandelt 
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£s geht somit das Resultat der Sabstitution ▼oii.(2) in die Tor« 
gelegte Gleichang über in: 

ond dieser wird genGgt ffir solche W, lyelche der Gieieliiiug 
(5, NW-^^fi 

identificireii, und ferner für solche coostante af| und s^, welche 
£e Gleichung 

befriedigen. — Die Gleichung (4) gibt integrirt: 

ad die Gieichong (5) ^ 
Seilt man nun der Kfirse halber; 

M ist das Integral der vorgelegteo Differentialgleichung : 

r 

<mter e die Grüsae a-f 26» -f CVX nnd nnter «i und % solche 
Zahlen verstanden, welche die Gleichung 

(10) le«-^+***-/-i^Q=0 

/iVVZti 
-j^— lässt sich leicht entwickeln» ea iat 

BimüGli: 

™ r«. a. ^2/iHr)-|-46C5^ (a^5-har4^) -f- a<(2a&f f46W 

^ vx 
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fefii#r df« iwtl Worieln der Gleichung L^Of « aod /S« wodorcb 

L = 4j(«— «)(«— ^) 

und 

^^■j. V^^g — 4»i5 — 7 - V r/^ — 47/11 
iHrd» «0 tot ' 

#^ 

«sd dto Gtolchuog zor Bestimmung der Grenzen beisfit; 

Findet man hieraus zuei Werthe fOr«, .so bezeichnen wir «ie 
mit ti| und r/^, und nehmen sie als die Grenzen des Integrals der 
forgelegten Differentialgleichung« 

Mehrere specielle Fälle verdienen eine besondere BeachtuDg. 
1) Ist g^^Ams, so gibt die Gleicbung (4) integrirt: 

Das Integral der vorgelegten Differentialgleichung ist in diesem 
Falle wieder: 

^ 4i*»*+ä«g+m 

»ur bat hier o den Werth, den die Gleicbung (II) gibt; ferner 
•igeben sieh % und u% ans der Gleichung 
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2) Wird LzsM=N=iO fiHr bettimmte Werth« tod « nnd 
dwa ftr 

so ist 

«n Integral der Differentialgleichung; wird LzsM^N^H flir 
ib. fiir 

» = »1, e=e-^26l^; 

M ist 

eio iotegral der Differentialgleichung. 



Note äber kürzeste Linien auf krummen Flächen« 

VoD 

Herrn Üimon Spitzer^ 

AMist« und PrivaKloc. der Bfathemslik am k, k* poljtediolichea 

Inititate su Wien. 



Wenn eine krumme Fläche durch eine Ebene in zwei symme- 
trische Theile getheilt werden kann» so ist die Durcfischnlttsllnie 
^er Fläche mit der genannten Ebene, falls eine solche vorhanden» 
m AUgemelnen eine Icffrxeste Linie auf der Fläche. 

Der Beweis ist sehr einfacli. Es ist nämlich die Gleichung 
«ioer solchen Fläche» welche durch die Ebene symmetfi«»ch 
getheilt wird: 
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Fttr die kflriesteo LiDlen anf der Fliehe moea das Int^pcal 



vnd folt^Uch hat mao als BedinguQgsgleichung fiir ein Maximum 



woiana sich ergibt: 

oder» weoD mao diesa entwickelt und geiiürig reducirt: 

vod dieser wird genflgt för jr=:0; denn ist jf = 0, so ist mefc 

y' = 0, ^=0 und y=0. 

Da die Kogel durch jede, dorcli ihren Mittelpunl^t geheode 
Ebene symmetrisch getheilt wird, so ist der Bogen des grtotei 
Kreises die kilrseste Linie auf der Kugel. 



so ist 




(1) 




« 
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V 



Tl. 

EDtwickeiung von ]im(l+^yz=sey unter n eine ^uise 

positive Zahl verstanden. 

Von 

Herrn Simon ISpitzer, 

AraUt. und Privatdoc. der Mathematik aai k. k. ^lyUckuUokwm 

Institute zu Wien. 



Mao bat: 

"V -*+*+nr^+ s + 31 



+....+ 



»nI ditfs Iflsst sich so ordnen : 

äL2!^ 31 + 4! ^ ^3 J 



f 

n 



i^L 31 ^ 41 J 
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Betrachtet man nun folgende Relationen: 

1+1=1 + 1. 

(l_i)(l_£) 

3i 



n-i)(i_?^)(i-?.) , 

3! 



flo «gibt tidb darch Sommiren derselben: 

^ I ,,111 1 

Betraciitat man ferner die Relatiooen: 

1-1 1-1 

i+i+-2r=»+i+-ä-' 



— 3r — ' 
a_i)a-^)a-^) i-l+3 i-» i-i±i+^ 

a,l,(.-|,a.|),_i, ..i±|±» .-I ,-!±s±ai 

Si 4l • ^6"-^ 6! 



•0 eigibt ^ch durch Sommiren derselben: 



(l + -)»>l + l + ~2r+— +- 



n 



•+ iff 
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3) WM LzzMuzN^ Or baüfanto Wactb« ^««14% 
M ist 

em lotegral der DifforeotialglMcboiig; wird L=MssIfssQ Ox 

i h« fllr 
M itt 

eil Ifitogral der IMiirmtfaiiglelchiiiig. 



V. 

Note über kürzeste Linien auf krummen Flächen« 

VOQ 

Herrn Stmett Spitzer f 

AatitC. und PrivaUloG. der Hathematik am it. k. poljtodMbchea 

iMtitnte M Wlaa. 



^ enu e'me krumme Fläche durch eine Ebene in zwei symrae- 
tnsche Theile getheilt werden kann, so ist die DurchächnitUliDie 
^er Fläche mit der geoannten Ebene, falls eine solche Ycrfaaades» 

AUgemeiaeo eiaa ictineste Liaie auf der FÜcha. 

^ Beweis ist sehr etafaeh. Bs ist aimüch die Glelefaaag 

ieichea FUdie, welche durch die Ebene xi symmetrisch 
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worau« Dian siebt« dass (1 — ^)'^demi^roducte der zvreif «ictoreik 

gleich ist, von denen der mte sich fort und fori derS^abl«, d«r 
«weite der ZeJbi 1 nähert. 



Ueber Kjeise, welche dieselben Durch&cluiittBpiuibe 

haben. 

Von 

Herrn ^tit^ile, 

Letircr am Gj^iiina»iuui xu Bückeburg. 



Die foli^enden Untersuchungen sind veranlasst durch einen Satz 
In Poiicelet's „Traite des nro|)rietes projectives de* 
ligures 531.'% welcher im Weseotiicheu no lautet: 

Weiiii die Eeken eines Dreiecks stets ianf demselbeo 

Kreise bleiben ui.d (iici Kreise, die niit dem ersten die- 
selben Durehschnittspunkte bal)en, bcrübren die Seiten 
des Dreiecks, so dass die Iieriibrung;s{)uiikte nicht io 
gerader Linie liegen , so ifit durch die beiden ersten nxuk 
der dritte bestUnmt. 

Poncelet war es offenbar mehr um die Anwendung dieses 
Satzes zu tbun» als um die Entwickeiung der Beziehongenf wd 
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denen dmelbe bereht Er gibt dem efaigesehtiebeiieii Dreiecke 
eine tmendficb kleine Bewegung und beweist» daee die dritten 
Seiten eine Carve nmbflllen« welche zogleicb fflr Kreise eine Um* 
bfillungscorve sein müsse, die durch die Durcbschnlttspnnkte der 
gegebenen Kreise und die jedesmaligen Berfibrungspuokte gehen ; 
und da eine Umhflilungscnrve der» durch die gemelnschaftlicben 
Panlcte der gegebenen gehenden Kreise undenkbar sei, so bleibe 
nichts übrig, als dass alle jene, vorläufig als verschieden angenom- 
menen Kreise ein and derselbe Kreis seien, der mit der UmhQl« 
luDgsiiirve zusaranienlalle. 

Ich habe mirh bemüht, nicht nur ^inen elementareren Beweis 
för diesen fisatz auizulinden, sonderi» auch die eigentbümlichcn 
Beziehungen und Verhältnisse der Sache aufzudecken. Ich habe 
den Gegenstand von mehreren Gesichtspunkten aus durchforscht 
und will von meinen Forsclinngen mittbeilen, was mir interessant 
erscheint 

j. 1. 

Ein System von Kreisen« 

1. Unter der Potenz eines Punktes in Bezug auf einen Kreis 
beisteht man bekanntlich die Differenz des Quadrats der £ntfer> 
nnngdes Punktes vom Mittelpunkte und des Quadrats des Radius« 
Es kann dieselbe zweckmässig bezeichnet werden durch Zusam- 
mensteilling der Zeichen des Punktes und des Kreises und dtuch 
Andeutung' der Dimension, die sie bat, s. B. (Taf. U. Fig. L)« 

Sie ist, wenn der Punkt ausserhalb des Kreises liegt, dem Qua- 
drate der von demselben an den Kreis gehenden Tangente« 
wenn er innerhalb liegt, dem negativen Quadrate der halben, im 
Punkte halbirten Sehne gleich. Sie ist ferner das Product der 
Abschnitte, welche auf einer durch den Punkt gezoc^enen Geraden 
zwischen dem Punkte und dem Kreise liegen, welches l^oduct 
negativ zu nehmen ist, wenn der Punkt innerhalb oder die Ab- 
schnitte auf verschiedenen Seiten des Punktes liegen. 

Auch die analytische Geometrie lietert einen Ausdruck für die 
Potenz, wenn man die Gleichung des Kreises auf Null reducirt 
und in der ersten Seite derselben die Coordinatea des Punktes 
substitukt; denn 

oder Cur den Coordinatenwinkel 9 
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(y - + - «)* + 2 ( 3^ - (x - a) cos 9> 

ist Dicbto anderes als das Quadrat der Eotfemang des Punktes 
vom Mittelpunkte (ß,a), folglich 

(:y - + (ar - «)2 + 2 (är - «) cos 9 -r* 

die Potenz. 

Siii>frahirt man die Potenzen zweier Punkte für denselben 
Kreis, so verschwindet das Quadrat des lv;i(liijs und die Differenz 
der Potenzen i^t die Differenz der Er)tlerninii:s(juadrate der l^iukte 
vom Mittelpunkte, an deren Stelle man die Differenz der Quadrate 
der Abschnitte setzen kann, in welche eine Senkrechte vom ftlit- 
telponkte die Verbindungslinie der Punkte thetit Fftüt der Fnw* 
punkt der Senkrechten mit dem einen Punkte snsammen» so ist 
der eine Abschnitt Nnll, und es kann daher die Potenz eines Ponk« 
tes auch ausgedrückt werden durch die Summe des Quadrats des 
Villi ihm auf einen Durchmesser gefällten Perpendikels und der 
Potenz des Fuse>punkts diei<»es Perpendikels. 

2. Es Ist bekannt oder leicht mittelst der ietsten Bemerknog 
zu erweisen , dass alle Punkte» deren Potenzen in Bezug auf swei 

Kreise einander gleich sind, in einer geraden Linie liegen, die 
auf der Centrale senkrecht «teht und dieselbe so theilt, dass die 
Quadrate der Abschnitte dieselbe Differenz hahen , «ie die Quadrate 
der Radien. Diese Gerade heisst die PntenzliniederbeidenKreiseund 
entbült ihre reellen oder imaginären Durchscbnittspunkte. Die Ge- 
sammtbeit der Kreise, welche dieselben Durchschnittspunkte oder die- 
selbe Potenzlinie haben, soll Im Folgenden ein Kreissystem heissen. 

Zur Construction der Potenzliriie zweier Kreise dient, wenn 
sich duiseiben nicht schneiden, der Satz, dass die drei Po- 
tenzlinien dreier Kreise einen gemeinscliattiichen Durchschnitts- 
punkt haben, welcher Satz eine unmittelbare Folge der Eigen- 
schaft der Potenzlinic ist: durch einen dritten Kreis, der beide 
Ktefase schneidet, findet man jedenfalls einen Punkt der Poteoz* 
Unle der beiden ersten, nämlich den Durohschnittspunkt sei> 
ner Potenzlinlen mit denselben« ¥üt zwei Punkte ist die Potenz- 
Unie das auf ihrer Verbindungslinie in der Mitte errichtete Pei^ 
pendikel. I in lukmi i*ankt und einen Kreis i.^t sie die Halbirungs» 
linie der vom Punkte an den Kreis stehenden Tangenten nnd liei;t 
in der Mitte zwischen dem Punkte und der Polaren desselben. Liegt 
der Punkt innerhalb des Kreises, so ist sie leicht mittelst eines 
zu Hülfe gezogenen Punktes oder Kreises zu construiren. Somit 
ist ein Kieissystem durch zwei Kreise, oder einen Kreis und eise 
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Gerade, oder dareh einen Kreie nnd einen Punkt, eder dureh eine 
Gerade und einen Punkt oder durch zwei Punkte lieetimmt. Dnrdi 
irgend 'einen Punkt der Ebene ist für ein gegebenes System ein, 
und zwar nur ein einziger, Kreis cre^eben , der durch ihn hindurch* 
geht Sind die gomeinschaftlichen i*unkte des Systems reell, so 
Ist dies an sich klar. Sind sie iinaginäi und man bat nach dem 
Obigen die Potenzlinie construirt, so gelangt man mittelst der 
folgenden Eigenschaft der Potenzlinie zur Construction dieses 
Kri'isos. rjcscfireilit man uni eiuon Fin)kt der Potenzlinie mit der 
ao einen der kreise des Systems gelegten Tangente einen Kreis, 
so schneidet er alle Kreise des Systems rechtwinlclig; denn an 
alle Kreii^c des Systems gehen von einem Punkte der Potenzlinie 
gleiche Tangenten. Diese, das System rechtwinklig schneidenden 
Kreise bilden ihrerseits ein zweites System, das die Centrale des 
ergteo zur Potenzlinie bat Denn sind p und q ein Paar Punkte 
der Poteozlinie, iP/], ilf^ ein Paar Mittelpunkte, zu denen die 
Radien Ti , gehören , und ist O der Durchschnittsponkt der Po- 
tenz- und Centraltlnie oder der Mittelpunkt des Systems, so sind 
die Quadrate der Radien ti, der um p und q beschriebenen, 
<la8 System rechtwinklig schneidenden Kreise ausgedrflekt durch 

^PM^^'-'T^, 

Nqd ist * 

pM^^z=ip€^^OH^^l 

qü/a^ ^ -I- OJ/a^; 

folglich 

n*— ra2=|J 02— q02, 

^as die Bedingung für die Potenzlinie ist für die um p und % be- 
«ehiiebenen Kreise, wie 

för die um Mi und M^ beschriebeDen, und beweist, dass die Po- 
|eii2linie der Kreise um und <| dieLhiie pci in O trifft, also die 
^trale ist 

Wenn M^O'>Tt, eine auch M^O^t%, so sind die Durch- 
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4 

•choittipQiikte der Kreis« Mj and üf« imagioSr; dann aber M 
ri>tl0.aod fi>40, da 

folglich sind duuu. die Durcbschnittspunkle der Kreise um p und q reell. 

Im Folgenden sollen die gemeinschaftlichen Punkte des Systems 
immer mit P nnd Q nnd die gemeinschatUichen Pnnkte der du 
System rechtwinklig schneidenden Kreise mit i", beieidml 
werden. Man hat 

nnd diese Grosse soll eiu für alle Maip^ heissen. Für die Pnnktf 
f nnd hat man 

worans man sagleich sieht» dass und Q' Kreise des Sysfemi 
sind» deren Mittelpunkte» und selbst, von O dl«uEntl(B^ 

miiii* />V'^ haben und deren Radien gleich Null sind. Ebenso 
feiiid P und Q die i^uiikte desjenigen Systems» dessen MtUel* 
punkte auf der Potetizliiiie liegen. 

Wenn nun der dem Punkte A zugehörige Kreis des System 
fdr den Fall construirt werden soll» dass P und Q imaginlEr shi4 
so sind P* nnd reell» nnd der durch A nnd P' und gelegte 
Kreis schneidet den gesuchten rechtwinklig, so dass seine Tao- 

gente in A den gesuchten Mittelpunkt auf der Centrale Uestimüit. 

3. Die Centrale ist Im Folgenden die Achse der x» die 
tenslinie die Achse der ; die Ahscissen der Mittelpunkte IH, Mi, M^,^. 
sind ffi, Wi , IW2J » die zugehörigen Radien r, rj , r^,...., und dieMit- 
ielpuuktsentfernungen MMi, .... sind bezeichnet mit ^i»....» sodass 

Man hat dann ausser der Gleichung 
noch die folgenden: 

die ^ich leicht durch Ein-* i/.in j dt s Werth es von heweiMA 1 
lassen I und wenn man die erste der Gleichungen I 
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ail die iweite mit maltiplicirt, und snbtrabirt: 

Man sieht leicht, dass diess nichts anderes ist, als der Stewart- 
lleSatz, angewendet aul die in i^eradpr l/mie lie^cMden Punkte /Tf, 
Fj, M^f von dener» die Verbindungslinien r, r^, nach oder 
9 gehen, welcher »Satz nun aber auch ffir deo Fall nachgewieaeo 
irt, dass P «od Q imaginär alod* 

§.2. 

Bie gemeinschaftlichen Punkte eines Kreissystems. 

L Lekrsaix, Zieht man dorch einen der gemeinschaftlichen 
Ute eines Kreissysteros beliebige Linien und verbindet die 
Ondtscbnittspunkte einer solchen Linie mit den Kreisen des Systems 

lül dem andern gemeinschaftlichen Punkte, so entsteht eine 
^he von Dreiecken, welche denun der andern Linien äbolicb sind. 

Denn die Winkel dieser Dreiecke sind die fiber der gemein* 
Nyilicben Sehne /'Q stehenden Peripheriewinke] oder ihre Ne« 

lewriokel, welche nur von den Kreisen und nicht von der Rieh- 
ton« der schneidenden Linie ahhänijen. Wie z. B. auch QA (Taf. II. 
Rg, l.) gezoj^en sei, der Winkel PftQ und damit auch PbA, und 
<l*r Winkel PAb ist immer derselbe, so dass das Dreieck I^A 
seine Gestalt behält^ uie auch QA um Q sich drehen mag, wenn 
m b und A immer mit denselben Kreisen die Durchschnitts* 
(ttokte sind. 

Es folgt hieraus, dass alle durch einen der gemeinschaftlichen 
Paukte gehenden Linien durch die Kreise des Systems in densef- 
i)eD Verhältoissen geschnitten werden", und da zu diesen Linien 
loch eine auf der Potenzlinie senkrechte gehurt, wie QFG, ffir 
■ülche PF und PG Durchmesser sind, so dass FGiMiM^ 
^PFiPM^, oder 

^ folgt ferner, dass die Abschnitte der Linien sich verhalten wie 
fie Entfernungen der Mittelpunkte der betreffenden Kreise. Die 

«inander entsprechenden oder durch dieselben Kreise bestimmten 
Paukte auf irgend zweien df>r Linien stehen in der Beziehung der 
4eiuüidikeit und ihre VerbiodiuigsUnien sind Tangenten einer ParabeL 
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% Lekraatz, Gelit imh jedeo der beides i^rwfilMi lifl 
liebeii Funkte eine Gerede» AP, AQ, eo wcfdee diene swni Ge- 
reden wvn den Krewen des Systems in PimkteD i^escimitten. deren 

VerLiQduogslißieB alle eiiid&cier pÄialiel «ii<ii. 

Denn die in den Dnrebeehnittepnnfcten, h nnd c s» ait dem 
Kreiee ü^» enteCebenden Winkel M nnd erginsen die Wie- 

kel bQP and cPQ zu zwei Rechten nnd sind daher far alle Krei^ 
dieselheo, ao lange die Litiieo Jl/^, AQ dieselbeo bl^beo. 

Die Tangente pL an den doicb A bestimmtee Krei», bi 
gelegt» mecbt nut den Linien dieeelben Winkel 

pAP=AQP=Mb, 
LAQ—APQ=Ate, 

nnd int den Verbindongelinien bc parallel. 

Em iet bekannt, dann die Verbindongslinle des Duelieebnitli* 
pnnlEte Ton M mit Qc nnd den Dnrcbecbniltepnnkte wem PQ und 

bc, der e beisse, die Polare des Punkte» A för den Kreis J/j ist 
und (leriselbeü in Punkten schneidet, JB^ C, welche die Beruh* 
rungi»|>uukte Her von A an den seihen ^eieeten Tangenteo sind. 
Die Linieo tA, eci», tCB, tPQ mnd barmooisiche Strahlen und 
echneiden auf jeder Geraden, die einer von ihnen parallel ist 
xwel gleicbe Strecken aas* So ist aof der mit bc parallelen Tao* 
gente ph 

9p — Ap, 

nnd anf der der Potensllnie parallelen Sehne Af^ den Kreinea J( 

Ans der ersten Gleirhheit fo!!?t, dass die Ptdaren eines Punk« 
tos /l, ffir die verschiodcnen Kreise des Systems . alle durch einea 
festen, nur von A abhängigen Punkt a gehen. i>ie zweite Gleich- 
beit führt za einem Ausdrucke (ur die Potenz des Pnnktea A 
£e iet nftmlicb APQf^ ein Antiparallelogramm und 

Ebenso ist 

W. ^ löü« - APQ. 

also 

und ^Qj^d ein Kreiaviereck, so dasa 

Ab.AQ^Ab.A%. 
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Das Prodoct Ab,AQ ist aber die Potenz des Puoktc« A ffa 
den Kreifl M%t «o dttm nwh 4er eiBgeÜbrtea BezeichDong : 

AK^^=zAt>.A^ 

s=:Af.AAi 

;=sAf.9 

wenn die Senkrechte AA^ mity bezeichnet wird. Man hat so den Satz: 

L ehrsaiz. Die Potenz eines Punktes in Bezu? auf einen 
der Kreise des S\'stenis ist gleich dem Product der stMikiecliten 
Entfernung des Punktes von der r^ntrale in die auf dieser Senk- 
rechten zwischen dem Punkte und der Polaren desselben befind' 
lieben Strecke. 

. 3* Es sei von A auf PQ das Loth AA^ gefallt und am üf, 
ehi Kn^ mit dem Radios ri des Kreises Mi beschrieben > auf 
dem A liegt; er schneide AA^ In £• bekanntlich schneiden zwei 

(gleiche Kreise auf einer ihrer Centrale Parallelen ein Stfiek dh, 
ti«iö ihrer Mittelpunl^tsentfernung gleich ist, so duss 

AE^MiJiti 

Man lege nm das Dreieck A^t einen Kreis» der von AA^ In D 
geschnitten werde. Dann Ist 

W. ADb:Fzyj. Acb, 

W. Ati ?==W. Kfffi ' ; 

und da als Wechselwiokel ' irii:- >t>iH 

W. DA^^Vf, AQG, 
so ist • • • 

W. Am-I^Vf. DA^z:zW, 

m 

folglich anch 

W. ^^/> = 9üo 
and AD ein UurctHiiesser des Kreises. 
. Ferner Jst, als Peripheriewinket über der. Sehne bF, 

also 

Th«a xsm. 10 
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«0 i«t ' 

Dr. P\>FcoAbD, 

Wegen AebDÜchkeit der Dreiecke 

Dr. PMooPGF 
nacb der ersten NomiDer dieses Pamgrapben Ist ferner 

AbiGF=:Pb:PF, 
also, dwreh VerbiDdimg der beiden ProperÜotien : 

irofaiie tbigl« da AJt^^si iGF, dass 

und dass E der Mittelpnakt dea dem Dreiecke Mc oniachTiebeBf 
Kreises ist Alse hat man den Sats: 

Lehrsats. Verbindet man irgend einen Punlct mit den ge- 
meinschaftlichen Pnnicten des Systems und legt durch den Pmikt 
imd die Dorchschnlttspnnkte der Verbindungslinien mit einem KrHse 

des Systems einen Kreis, so ist sein Radius ß\eich fler Mitfel- 
pun Ivtscntfernüng des f;aäi(L:Iiuitten(M) Kreises iinrl des durch den 
Puiil^l lit^slinjmten Kreises; und sein Mitteipunkr lieef im Dmcli- 
schnidt' eines diesem gleiche» und jenem concer)trischeii Kreises 
mit der auf die Potenzlinie vom Punkte getäUteu Senkrechten. Der 
Mittelpunkt bewegt sieb auf demselben Kreise, wenn der Poakt 
A anf demselben Kreise des Systeme sich bewegt und der ge* 
«ehnittene Kreis derselbe bleibt. 

§. 3. 

Die Petens der Punkte eioea Kreises des Systeme ii 
Bezog auf andere Kreise desselben« 

Lehrsafx, Bewegt sich ein Punkt A (Taf. IL Fig. 1.) aui 
einem Kreise, um i>/, , so ist seine i^oten;? ia i>ezu!» auf einen 
zweiten Kreis, un) Jfn, gleich dorn Protlncle seiiu r senkrechten 
Entfernung vun dti Potenzlinii3, AA2^ OAiZzzx , mit der doppel- 
ten Mitteipnnktaeotfemuag» , der beiden Kreiee; vad 
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vom Ponkto ducIi der Poleaslinfe, klJi, and die SMtoog wom 

Mittelpunkte des durch den Punkt gehenden Kreises» M^, nach 
dem des iweiten Kreises, 31^, entgegengesetzt sind. 

Das Viereck das bei und ^ rechte Winkel ha^ 

ist ein KrepsTiereck, foigiicb 

Ab.AQ = AD.AA^, 

iftnas der Satz sogleieh folgt» da Ab,AQ die besprochene Po* 
tmi ist; also 

lo diesem Ausdrucke ist nichts mehr enthalten» das von der Rea* 
litit der Punkte P und Q abhinge, und man kSnnte daher den- 
selben ohne Weiteres auch für den Fall geiteo lassen, dass diese 
Pnnkte imaginSr sind. Es ist indess nicht schwer, den Beweis 
ohne alle Rücksicht auf die Durchscbnittepunkte uud Q zu lüb* 
reo. Es ist (§. 1. jNr. 1.) 

AK^i:=^AA^^Aj,K^ 

^T^-r^^A^M^—A^M^^. 
Nseh Nr. 3. S. 1. Ist 

ond, je nach der Terschiedenen Lage des Punktes A oder des 

Puniites A^, ist, der eingefiihrten Bezeichnung gemäss, 

wo si|^, in^ negativ zu nehmen sind* wenn die Mittelpunkte Mx» M% 
Mf die o^tire Seite too O hinfiliertreteii* Die Venscbiedenheit 
der Vorzeichen ist gleichgaltig» da von AiM% und AxMi, nur die 
Quadrate vodcommen. Durch Einsetzung dieser Warthe erhSlt m«a 

JÄr^s= j»,« - mi^ + (or— r«a)a— (a: — m{S^ 
Wenn mau sich der Grossen q und x be<iient» so ist weiter keine 

10* 
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w Mofc eatludten, im. hat Dar festzuhalten, class 

9 = fll, — Mg, 

w,, III, Hie Abscissen der Alittelpunkte siod. 

traction zum Ziele, denn Dseh I. %. 1. ist 

■<l*i* ==»•+*=' -3«,* +p«, 
»Dter jr. * die Coordinaten de. Punkte« A vmtamie». Es ist ab« 



also 



AK,*r= (y-^ + a:» - :;,„^x +/'^; - 2».,* 
=2(ait — 

I ^'.'T/^""" J^'^^,^^' ^ metoe. Wlwens „od. ...cht 
aU selbststa„d.ger Sau aulg«tent werde» i,t, .o leicht und ein- 
&eb er «cb auch d^bietel. iat t» der That Tichtio.r, ,1. , s a„f 
den ereteo BMl .chmaeD »ag. Die folgenden L„i.rM.cl.u,..en 
werde» da. bmlSngHeb dartbun. leb will aber schon hier .iniL 
A.m_eodungen deeaelben «eben. am . seine Wichfiske.t u„f ,le„, 
• I <»" ElemeaUrmathenirtik aa zeigen und seine Autnahn>e 
.0 die I^A««*« f« empfeblen. In allen, die mir bekannt Id 
findet ..eh die Bedingungsgleiehang zwischen den Ra,li,.„ „„.I der 
MUtelpoolrtaeatfen.«,« der Kreise, „eiche ein „n.i deZibe 
Dre«ck. ein. and a»h..,Arieben sU.d. Mnn v,.,.i.i,,,, aTlt " 
scDiedenen Bevreise, welche för dip^P T?*.i .t; t vcr 

dem-fd|«.d«. ta wekben. dieselbe fast als ..mittelbare F« g 
des in Rede atriieaden Poten.cnsafzes erscheint. Es ist leicht 

S^TmTm' •t/ij'"/' — S--tzt werfe» .olt 
da*, der Mittelpunkt des d, n, Ii. eleck ABC (Taf. II Fl» s5 

*togeschriebene„ Kreises anf . i„en. kreise liegt, derdie Mi^A 
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dieselben üurc/igcAnittspunlue lia&en, 141 

Dir halbe Centri^inkel des Bogens BQC, der dem Peripherie- 

winke! im entgegengesetzten Bogen iiher BC gleich i^t, 

so dass der Bogen über BC den Winkel S}^Y^BAC oder BM, C 
fasst. Ist nun MiD aui BC senkrecht» so i«t die Poteoz MxK^ 
de« Punktes fär Kreis K einerseits 

aodererseits, nach der Lage des Psoktes Mi , 

Ü80, MMi=dt MN=r, MiDy das offenbar derRadlnsdes eiu- 
gescbriebenen Kreises ist, =:p gesetzt, 

Ais zv^ fites Beispiel der Brauchbaikoit des Satzes dieses Pa- 
ngrapbeii IViliro ich die liiiialtsiorniel des I)reieck^< aus seinen drei 
Seiten aiJ, für welche Caistillon einen Beweis in der rein geo- 
metrischefi Weise der (^riochen gegeben hat (s. z. B. Jacobi's 
von S winden Nr. 400. Ann). 3.), der durch jenen Satz bedeutend 
abgekürzt wird, so das« er ouo auch den algebraischen Beweis 
tu Kürze abertrifft 

^i?C (Taf. II. Fig. 3.) sei das Dreieck, und es seien um C 
und B mit CA und BA Kreise Ä| , K beschrieben, welche auf 
die Punkte G und E, F bestimmen. Das Perpendikel 
ist die Potenzlinie dieser Kreise. Nach dem in Rede stehen* 
^eu Satze ist 

EKi^=-'2.ED BC, 
^ ist aber auch nach l. S- 

FKi^= FG.FU; 

folgpcb 

EG.EH = '2.ED.BC, 
FG.FIiz=i%.FJJ.BCi 
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uod da, nach bekanntem Kreissatte, 

flo erhält man durch MiütipiicatioQ 

sl6.(ür. iii^CT. 

Setzt man BC^a, AB^c» AC=^ö, »*> 

al<»o 

Dr. J^C=iVla+^+c)^^^^äl-H^ 

j. 4. 

Die Taogeiiten de« SysCeute. 

I. I*tr jede gerade Linie giiil ee im All^emeineit swei Se* 

Tubrungskrelse, deren Berubrunei^ponkte in gleicher Entfernong \ 
der Petcfizlinie liegen., so da^s also (2. §."2,) der eine der j^emein- 
€FcbaffHche Durchsch riittspunkt der Pobreu de^ anderen für die 
Tersebtedenen Kreise des Systems ist. Da oamlieh der Piiol^ 
in weichem die Gerade die PotenzliDie ecbneidet, für alT^ Km^ 
des Systems gleiche Potenz haben muss« so liegen die Bcriib' 
raugspeDl^te auf dem am diesen Punkt beecbrieiienen Kreiee, 
die Kreiae des Systems rechtwinklig schneidet. Ut HL (TaLIL 
E1g*l.) die Linie, so sind Jfj und Xili die Mittelpunkte dsrBe' 
riihruDgskreise und A, a die Berührungspunkte, so dai^t» 

pt^^pA* 

Sind die Punkte P, Q imaginär, so sind die beiden Beröhrunjif' 
kreise iiminif reell; einer derjscihen verwandelt sich in da« S\«it*« 
der uiit^ii Hir h eiitrcrnten Linie und de r I 'otrn/linie . wenn die 
rade der letzteren parallel ist und ihr EinscbnitUpunkt p io dic- 
•elbe im Unendlichen liegt, so dass der eine Berührungsponb 
ebenfalls im Unendlichen liegt, während der andere eich in dff 
CentraUmie befindet. In welebe der rechtwlnldig eehneldende Kid* 
abergeht Sind die Pmdrte P, Q leeü, so fiUlen die beiden ^ 



Digitized by Google 



dimMm lHinlMmimpmM$ kaUn. US 



rilmgskfeiae in «Ine» «oeinm im» wenn die lAnle tecli «iots 
fioNT Puiirte g^lls TD dem «ieii dünn auch divBafihiiisgtpMlLta 
rmioigen; beide werden imaginXr» ween die Liefe die fiteeeice 

flchneidet 

% Lehnaix, Wird eine Seline eines der Kreiee von eloem 
ndeni lierubrt» wie HL (Taf. II. Flg. 1.) in A oder auch in a> so 
ind dieselbe durch den ßerQhnmgspunlct in Strecl^en getheilt» 
ideb« sich ▼erhalten wie die Quadratwurzeln aus den Entfemun« 

,<eQ HH^, LL^ der Endpunkte der Sehne von der Poteuzliuie : 

Dm lach 3. ist 

Al^z:z2LL^.MM^, 

CrMgt aus diesem Verhalten unmittelbar, dass 

ALtAH^t^LiM, 

oder dass die beiden Berührungspunkte mit den Ü^ndpunkten der 
äcbe f ier barmnmscbe Punkte l>ildea. 

Die Bestimmung der Berührungspunkte einer 2:e<rebenen Sehne 
sehr leicht, und die folgenden Betrachtuu^en liihren zu eiiu r 
ttnfacheü Bestimmung der Tangente Ad und des zweiten Berüh- 
^ngspuTiktes a, wenn der erste A gegeben ist. Dazu dienen foi- 
{«(de Sätze: 

Lehrsatz* Die Entfernniii; iles Beniiiruns^^puiiktes von der 
Nenziinie ist die mittlere Proportionale zwischen den Entfernun- 
|tt der Sebnenendpunkte von der PotenzUnle« 

AA^^=UU^.LL^, 
pA'^ = pH.pL 

ad 

pAiAA^ = pHiBH^, 
pAiAA^ = pL:LL^ 

Ltknt^tM. Die Tangente pA (oder pa) ▼erbllt sich zur Ent* 
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ferniing dear Beriihrnii^8fiunkte/s tod der Poteiisliiii« wi# 

Ti (oder r,) dc^ beniliiten Kreises J/^ (oder JUj) zur Entferam^ 
des Üeriiiirungspunkts von der CeotraiiiuieU 

dft die Draied^e ilp^dCt und AMiAg , deren Seiten Buf einander senk- 
lechi sieben, Ap auf AMi, anf J^il auf ÄiA» eim- 

der Shnlieh sind, tat AA^^w, AAi 9o\aX 

9 

Lehr satt. Zwischen den BerOhriins^panlcten A und ü Int 

mau die Beziehuns^, dass das Product iluiji LiiUtji mingen von der 
Centralliiiie AAi.aai lileirfi ist der Votei)/. pii»ps der Fusspirnkte 
.•Ii, dl dieser Entfernuriiien in Bezug nut iiii^uu tiniiii, das System 
rechtwinklig schneidenden Kreis; oder^ wenn mao einen, der g^ 
meiDSchaftlichen Punkte des Systems, zn diesem Kntai 

wählt, gleich dem Quadrate der EntTernung eines der Fusspukli 
von einem dieser Punkte : 

Sind P, Q imaginär, so kann man die Punkte P* , Q' des Systens 

benutzen uuJ hat 

OAi.AAi^iaiF.aiQ'. 

Beweis. Dass , sowie üljerhanpt ein Punkt der Central* 
in Bezue aut alle recht\^ iukli<4 Kcbncidcnden KuMse dieselbe Potenz 
bat, folgt ans §. 1. 2« oder daraus , das8 iiir diese Kreise die Ceo- 
trale die Poten^linie f>cr nm den Mittelpunkt p beschriebeoe 

rechtwinklig schneidende kreis hat pA zum Radius, aA zum Daick- 
messer und schneidet in tt so, dass W. oaA ein rechter, Aa || Aij^it 
also 

woraus nun die obige Behauptung^ unmittelbar folgt, da die Potenz 
des Punktes Oi in Bezug auf diesen Kreis Ogtt.Sia ist. 

Ist 00^=0?!, üOi^^yi^ so hat man 

♦ 

< 

und 2ur Beätimitiuug von ; 
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IRe Sh*eelie Op, vüeldie «Ke Tangente von 4er PatensUmI« 

alwcbneidet, ist zwischen y und yi Am antbiuetUfihe Mittel >.,4a 

aod da • 

3.. LehTMatt, Werden die Seiten eines Dreiecks, das einem 

KreW des Systems eingeschrieben ist, von Kreisen des Systems 
Unilirt, so liegen von den sechs Berührungspunkten viermal drei 
b gerader Linie, während jedesnial die drei übrigen mit den jt^cken 
des Dreiecks auf Strahlen eines Punktes liegen. 

Ist ABC das Dreieck, das man sich leicht ohne Figur vor- 
«lellen kann; sind AA^^, ßB^y CCy die Entfernungen der Ecken 
»onder Potenzlinie, I) der BerühriJiiL:.s[Miiikt eines Kreises niit ABt 
£ mit BCi F mit CA', fji, q^, f/3 die Lntlernungen der Mittel- 
punkte dieser drei Kreise vom Mittelpunkte des ABC umschrie- 
U so ist nach $. 3. : ' * 



AD^^^qx-AA-i^ 
B&ss^^.BB^, 

CE'^—^q^.CC^, 
CF^=z2qf,.CC^, 
AF*;=z'2qi,AJ^; 

wonws folgt: 

AD^ . BE^ . CJP» = AF^. Cp. BD^, 

"welches die Bedingung dalilr ist, daae entweder E, F in ge- 
'4tt LMe ttege»» oder daas CB^ AE^ BF sich in demaelbeo 
iHmkte treffen. ^Zugleich ' folgt ans der harmonloeben Lage der 

iden für eine Seite möglichen Berührungspunkte gegen die Eud- 
ponkte der Seite, dass wenn für drei Berührungspunkte D, E,F 
kr eine der beiden Fälle stattfindet, und man vertauscht den Punkt 
i> z. B. mit dem anderen Berührungspunkte D' der Seite dann 
^ D^tE,F der aweite Fall eintreten muss. . £rschöplit man dar^h 
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porCMtsnog der Vettansdimig «Ib mSgUchea FflMe» fio gelangt 
niair ZQ dem aufgestellten Satze. 

ßeaiehaog der Kreise dea Syatema auf einaDder. 

Lehrsatz, Die Punkte eines dem System angehörigen Krei- 
ses habeo die gemeinsame Eigenschaft, dass ihre Potenzen in 
Bezog anf ein Paar feste Kreise des Systems ein bestimmtes Ve^ 
bftltniss baben» das dem Veibttltnlss der MittelpanktsentTeraiingeD 
gleich ist ; und alle Punkte» deren Potenzen ßir zwei Kreise da 
bestimmtes Verhaltniss haben, liegen a^f demselben Kreise des 
durcb jene bestimmten by^tems. 

Es ergibt sieb der directe Süfs unmittelbar aus $. Sind 
Jf, , die Kreise, üf , itfi , ihre Mittelpunkte, A m Punkt 

des Kreiües A', :r seine Entfernung ?en der PotepsKnIe, so Ist» 
MMi=iqi, MM^=^q^ gesetzt: 

ein Verhältnisse das voo dem Punkte A unabbftngig und allein duroh 

die gegenseitige Lage der Mittelpunkte bestimmt ist, und zwar 
nicht nur der Grösse, sofideni auch dem Zeichen nach. Es ist 
positiv, wenn die Richtunj^en MM^ , MM^ dieselben, negativ, 
wenn sie entgegengesetzt^ sind. Aus dieser vollkommenen Be- 
stimmtheit des Verhältnisses ergibt sich sogleich die Umkehnini^ 
des Satzes; dass nämlich alle Punkte, deren Potenzenverhältnis« 
In Bezug auf zwei bentimmte Kreise dasselbe ist» auf demselben 
Kreise des Systems liegen mfissen ; denn es ist nur ein einziger 
Kreis des Systemes mvgllcb» fdr den dies Verbiltalss stattfindet« 

Fdr zwei gleiche, aber entgegengesetzte Potenzeoverh&ltoisse 
bilden die Mittelpunkte vier barmonisebe Punkte. 

Dass die Potenzlinie als einer der Kreise , der seineü iMilte^ 
pvnkt im üiiepdlieben bat» zu betracbleD ist» aeigt sich hier ^elir 
Mar: ^ Poteozenverb&ltaiss ibrer Punkte te Bezug auf irgend 
elo Paar Kielse ist saI% «nd swar ist die unen^lcbe fistferauDg 
«es Miftelpnnktes der einsige FaH, fite welche« das PoteB8ellve^ 
bältniss t=r-f] werden kmiii» --^1 wird es, watm-te Ifittilpink^ 
M die ;Stiecke M^M^ halblrt. 



Digitized by Google 



FlHt d« Hittelpaokt M mit etam ii«r beiden Aebnlidikeito- 
poDkte der Kreise and M% nmninien» so ist da« Potenseo- 
wbSfCnfss dem TerhSItniss der Radien r^rra gleich» und zwar 

Krj.Tj) für den äusseren* —{Xi'f^ für den inneren Aehnlicli* 

Gebt aber der Kreis am M durch einen der Aeholicbkeits- 
pmkie, so ist das PotensenvarbAltaiss gleich dem Verhältnisse 
derQoadiate der Radien» da die vom Aehnlicbkeitspunkte ans- 
feheoden Tangenten sich wie die Radien verhalten. Da d!es so 

eot für den einen, wie (Vir den andern Aehnlichkeitspunkt der Fall 
ist, so folgt, dass beide aut demselben Kreise des Systemes lie- 
gen, der also seinen Mittelpunkt in deriMitte zwischen ihnen hat. 
Sind ABl «^^^ Tangenten von A an Ä'i and Ä^» ^^^> 

was man sich leicht ohne Fignr vorstellen kann, 

ioiDuss« da W. AB^Mi — AB^2 rechte sind, 

Dr. ABl Dr. ÄB^Mt , 

und die halben , also auch die ganzen Winkel , vvelche die an jeden 
der Kreise gehenden Tangenten bilden^ sind gleich« 

W. MiAB^ ^ M^Bi, 

d. b. die von den Punkten des Kreises, der die Strecke zwischen 
deo Aehnliclik* itspunkten zum Darchinesser hat, an den Kreis Ki 
sehenden Taiiii< iifen hilden mit einander denselben Winkel wie 
die an den Kreis gehenden, oder der erste Kreis ist der Ort 
der Punkte, von welchen aus die beiden andern Kreise iiuter 
ghiehen Winkeln gesehen werden. 

2irei Gerade» welche denselben Beriihrungskrei.s haben« 

1. Le hrsntz. Schneitlet eine Gerade eines der drei zujsje- 
ordneteu ^eitenpaare eines Krebvierecks unter gleichen Winkeln» 
80 schneidet sie auch die beiden anderen Paare unter gleichen 
Winkeln» and es haben die drei Strecken* welche swischen einer 
Etke und der Schneidenden Hegen«' iBr aHe vier Ecken dasselbe 
Veihiltolss. 

' Es werde (Taf. 11. 1 ig. 4.) das Seitenpaar AB, CD, welche 
Seiten sich in E kreuzen» in a und c geschnitteo» so dass • ' 
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Die Winkel 6ref and Gfe« ^unter welchen die sogeordneten Selten 
BD und CA gescboitteD werden » bestimmen sieh mittelst der 
gieieliea Peripberiewinkel BAC mid BDC^ so dass 

sind also dLnänder gleich. In ähnlicher Weise ist 

• ■ 

also auch W. Fö5 = W. womit erwiesen ist, dass auch die 

anderen Seifpiipaare unter gleichen Winkein i^eachuitten werden. 
Die Gleichheit der Verhältnisse der abgeschnittenen Stücke folgt 
ans der Beschaffenheit der Dreiecke, deren Seiten sie sind» weiche 
Dreiecke entweder in zwei Winkeln übereinstimmen oder hi einem, 
dann aber ein Paar andere Winkel haben» die sich zu zwei rech- 
ten eri^nseii. In beiden Filleh haben die den betreffmden Win- 
kelij gegenüberliegenden Seiten gleiches Verhältniss. lo den Drei- 
ecken Jae, Bai 9 €tt^ Dcf ist 

W. Aae:=:lB0O^B(if 

= 1800— Cce 

W. A$a = ßia 

folglich 

AüiAt^BaxBf 

=Dc:JJi. 

m 

in den Dreiecken Aa^^ Bab, Ccb, Dcb ist 

W. A«b=lW^^Bpib 

W. 4ÖC=:/>WT 

= Ci>c 

folgUeh 
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and, jmsammengezogeii: 

Da die LSnien, welche ein Krelsvierecb in der Terlangten Art 
wlineldeD, den Ilaliilrungsliiiteii der Winkel M E, G, F parallel 
sein mflssen/ so felgt, daas es (ät Jedea Viereck awri Riditangen 
gibt, welelie die Schneidende haben kann, wftbrend zugleich sich 
eigibt, daea die UalblningsUnien der durch die Paare zugeordne- 
ter Seiten eines Kreisvierecks gebildeten Winkel eiaauder paral- 
lel sind. 

Wenn awei benachbarte Pankte» z. B. Cund B, dea Viereck« 
in einen snaammenrattien, so fallen auch ^l>and AC, BDmA BC 
sosaramen und CD geht in eine Tangente dea Kreisea Ober« Die 
Wiflkelbeaiehiingen den Vierecke aber erhalten eich und der Satt 
behSit aeine Gfikigkeit: es gibt noch awei Riehtnngen » in welehei» 
sirei Selten des Dreiecks sowohl, als die dritte Seite und die Tan- 
gente In dem gegenüberliegenden Punkte unter gleichen Winkeln 
and so geschnitten werden, dass von den Dreieckaecken propor- 
tionirte Stäcke ausgehen. Denkt man sich CD als Tangente in 
C, 80 fllllt A^ mit At, Bf mit Bh zusammen - und Ct und Op 
sind einander gleich. 

2. Die Anivendung auf Kreise ist einfach. Durch a und c ist 
ein Kreis bestimmt, der AB und CD in diesen Punkten berührt. 
Ebenso sind t und f die Berdhrungspunkte eines Kreises fär die 
Linien AC und BD* 'b und 6 die Berührungspunkte eines Erei* 
«es fär die Linien ilDund BC. Ffir diese Kreise sind Aa*, A^, 
A^ die Potenzen des Punktes A ; Ba^, BP, Bb^ die Potenzen 
des Punktes B und so fort. Da nun die VerhSitnisse- dieser Po* 
tenaen- einander gleich aind, ao folgt aua $.5., daaa alle vier 
Ptokte A,B; C, D einem Kreiae angehiiren mtisaeo, der durch 
db'Durchachnittapunkte dea eraien und zweiten aowohU wie dea 
Straten und dritten, und dea eraten und dritten jener drei Kreiae 
geht; and da ein Kreta mit einem anderen nur zwei Pn^ikte gemein 
kabeo'kann, so folgt, daaa die Dufehaefainlttspunkte des durch 
Af Bf C, D gehenden Kreises mit dem einen jener drei Kreise 
noh die mit deo anderen sein müssen, oder das«« alle vier Kreiae 
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denMllMii Syvfene «ngefcSrai. Aw dieaen Betrachtaiisw eige> 
beo sich onmittelliar die folgenden Sätze: 

1) Wenn ein Roer zugeordnete Seiten eines KreUvierecks tod 
einer Geraden nnter gleichen Winkeln geschnitten wnrdeOy eosind 
die Dnrchschnlttn|ninkte der Seltenpaare die Berflhningapnnkt» der 
Seiten mit Kreisen, wel^ mit dem gegebenen Kidne wm dtn- 
wMen Systeme gehören. 

Wenn zwei Seiten eines Dreiecks von einer Geraden anter 
gleichen Winkeln freschnitten werden, so wird auch die dritte 
Seite oder die Grandilnie mit der in der Spitze an den vmnchrie- 
henen Knie gelegtan Tangente unter gielcben Winkeln cnrhait 
teo, «od die DoichMehnitlspnnIcle sind die Berffihmogapiinkte adl 
kreisen, welche mit dem Bmseiirlei»enen Kreise sn dumirlhm 
Systeiue geiiören. 

Legt man in den Dorchschnittspnnkten zweier Kralne aH 
einer Geraden Tangenten an dieselben , so liegen die vier Duidb* 

schnittspiiiikte je zweier, die nicht demselben Kreise angehSren, 
auf einem Kreise des durch die ^eseben^n Kreise bestiuiuiten 
Systems. Das liritt*^ Seitenpaar des entstandenen Vierecks wird 
ebenfalls von eioeDi Kreise des Systeme» berührt und die üerik- 
tni^pankte liegen auf der schoeideadeo Gereden. 

iieiit eine der Taneenten des einen Kreises durch den Tref» 
|iutikt der Tangenten des andern, so geht das Viereck in ein Drei- 
eck über und die in Rede stehende Tangente berührt zugleich 
den dem Dreieck umschriebenen Kreis in der Drelecksecfce« dnrdi 
weiche sie geht. 

3) Hat n>an drei Kreise A, , Ä'j eines Systems und i^t 
von einem Punkte dee» Kreises K an Ki und K2 eine Tangente^ 
f^o mvss es auf dem Kreise K noch einen Punkt geben, TOD wel* 
cheui an eine Tangente geht, die die an Ki gelegte« und efaie 
an Kl, die die an If« gelegte auf dem Kreise K schneidet. Dia 
BerObmngspaolrte findet man mittelst der Verbindungslinie der Be- 
rlihmogspunkte der erstgelegten Tangenten. 

4) Halm awd Sehnen eines Krdses K eines Systems einte 
gemeinsehaftliehen BeifilirangskreiB nnd man vollendet das Tiar- 
ecky von dem sie gegenfiliersteheode Seiten sind» so hallen anch 

die anderen Seitenpaare gemeinschaOliche Beruhrungskreise, dt reu 

Be^ülirul.i^^^J^Krlkte auf der Verhuidungslinie der BeriihninL:s{i unkte 
d^ gegebeneü .S. fiiicn liefen. Haben die Sehneii oinen upnu'iii- 
scbaftitcbeD Entipunkt, so tritt die Tangente in diesem an dia 
Stctte der etaen V ierecksseite und hat aut der VerbindangaliBla 
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dttudütt Endpumkte 4er Sebo^ aiMn g€iBeiosdi»filidifi» Bo* 
ittmgikriis. 

AomerkuDg. Die analytische Geometrie beweist den in die* 
m Paragraphen fSr Kreise abgeleiteten Satz auf sehr elegante 
V«se iiir Kegelschnitte überhaupt Es seien unter P, S, T 
Scradelbieii, unter den Symboleo |»»0t fs^O, rs=0, tssO» #=0 
ftre Oleiebungen In Bezug auf irgend ein System von Parallel« 
nordiDaten ferstanden, und es mSgen a, ß irgend welche Con- 
laote bedeuten. Dann sind 

^» Gleichunffen Ton Kegelschnitten, deren erster die Linien P, 0 
in ihren Durchschnittspunkten mit der Geraden T, deren zweiter 
lÜe Linien R, S in ihren Durchschnittspunkten mit derselben Ge- 
nien T berfibrt. Dureb Subtraction der beiden CHeichnngen et' 
Utsio die CMelebnng eines neaen Kegelscbnitls» der dnrcb die 
Mschnittspankte der beiden ersten gehi Diese Gleichung ist 

»flehe durch ^==0 und r=0; ;>=:0 und 5 = 0; f/ = 0 vmd r=:0; 
f=:0unds~O erfüllt ist, also einen Kegelschnitt bedeutet, auf 
^« sich die nicht demselben der ersten beiden Kegelschnitte 
s^eefinrigen Tangenten P wd P md S, Q nnd R, Qmd S 

§. 7. 

i^ie ßerübruDgskreise eines gegebenen Kreisvierecks. 

l. Lehrsat z. Wenn ein Kreisviereck (Taf. II. Fig. 4.) 

^^?eben ist und eine Gerade acfc&b, n eiche die zugeordneten Sei- 
len ooter gteicben Winkeln schneidet, bewegt sich parallel mit 
«ch selbst, so bewegt sich die Potcnzlinie der Kreise, welche 

Seitenpaare des Vierecks in den Durcbschnittspnnkten mit der 
^^fidei» berahren, als Tangente einer Parabel« 

I)ie Tangenten einer Parabel haben die Eigenschaft » dass 
"S^nd zwei derselben von den übrigen proportionirt geschnitten 
*«tdeB. Zu den Beifihningskreisen der Linien AE vnd DE ge^ 
Virt auch der Pnnl^t E. Die Poten^nie desselben in Bezug aqf 
^ 4flii Visceck nrnscbri^^enen Kreis mit desa Mttteipnnkte 
^ M sich leicht ohne Zeichnung vorstellen kann* ifd der Po- 
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iare FG d1«9e9 Ritnkt«» parailel. in der haiben &ritrernaii<> von £, 
oder sie ist die HaibiniagiHniii der leiten des Drcsecb 

EGF: «»ie mdge liiifch p bexeichnt't verdeo. Ei* j*€i ferner 
eine .Senkrechte vom Mittefpnnkte Jf auf «Ke fiaibirnngsüiue des 
W)ni<«*ls ./£/>und ii', c' die BerfibningspsiiiEte de» Kreiseft» 4erf' 
«n» Mitteipnnkte Iwt. Die in der fi^ir niüht «i^ezeichiiet» Potenz- 
ffaiae dieses Kreises mit den Krose um Jf sei dureb p' Bwykfc- 
Net Die PotessliM», weftebe «fie Kcose im i, tea 
EerAnnigspesbte c oihI c, ead q,.... seieB» mit dest KitiM 
wm M trwmsem, B^jSSB jp in tei PuabieB ii, |I<l,.*». end ii 
des Psiilrtes f'» srfaisirtw Da mm dis riilii sülisiiii 

dreier Kreise desselbss DendMcbiOBpsiilit haiWs« ss sums die 
PstessMe des Pentes £ sut iem Kraus est r dsidk 9* «ut dm 
KrslM M % dsRb Pi,, — S*^^ Diese PotendiBies. wimä ei» 
ssder fSfsM, sflsiiicli jeakiselit auf der CesliaÜiBie £s%»..*, 
sBd Wbires die tss £ as die Kreise gtismiss TaageBte» & 
ssd SBd £c^, sBd SS finrt Das avisefcs» des Mda 

erstes dsrseibes fiegeads SkSek der Linie £a^ mt giebcb 

I>a dtjrch ein System von Parallelen tr?*»nd zwei Gecade |pro|^r- 
lissirt gesclioitten werden, so verbait äichz 

=sSt:«Bs. 

Dmeii die Poakte p^^Pt, Vt'j — Lioie p' müssen die Po- 
tenzHnien de« Kreise» m f*, der as die Stelle des Penktes E 
tritt, mit den Krei.<9en am s, gehen. Diese Potenzlinieo 

sM ebeBtalls einander parallel sod halbiren die Strecken a'a, 
s's, f — , MO dass das awiacben den beiden ersten entballene Stück 
der £0 gleicb ist 

snd idcb rsrbllt 
also 

80 dass Ith die Potenslinien uiid die Potensiinien der fibri* 
^cn Berübraiigskreise der Onlen AB, CD^ mit dem um 

die oben (lir die Tangenten einer Parabel anfgestellte Bedia- 
gODg erfüllt ist. 
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Zu diesen Tangenfen gehören, bo gut wie die HelbinmgeliBie 
' der Dreieeineeilen GB^ EF, aacb die HalbirungsliDien der Seiten 
FG, FE Qod GE, GF. Wenn also die drei Pmlcte E, F, G 

■ gegeben aind , si> stehen ffir die Parabel drei , oder n enn man die 
unendlich entfernte Gerade, welche für jede Parabel Tangente ist, 
mit hinzu zählt, vier Tangenten fest. Die drei Punkte E, F, G 
bestimmen den Kreis, in welchem das Viereck liegt. Denn da 
jede Seite des Dreiecks EFG Polare der gegenüberliegenden 
Ecke ist und die Verbindungi$linie des Pols mit dem Mittelpunkte 
auf der Polare senkrecht steht, so ist M der gemeinst lialtliclie 
Durchscliiiitt (It r Ilöhenperpendikel des Drei« ( ks. Da die Polaren 
die Bernliniii^ssehnen der Pole sind, so ündel man die Durch- 
schniltsjiuiikte der Seiten dE, FG, FE mit dem Kreise M durch 
Kreise, ivelche 3IF, ME, MG zu Durchmessern haben, ist der 
Kreis construirt, so kann man eine Seite des Vierecks beliebig 
durch den zugehörigen Punkt legen, z. B. AB durch E, und das 
Viereck vcdlendet sich in der erforderlichen Weise, da E, F, G 
zugeordnete Pole in Bezug auf den construirten Kreis sind. Es 
ist also anaser den Punkten E, F, G noch eine Bedingung oder 
Beetimmung zur Vollendung der Figur nothwendig. Wählt man 

r dam die Richtung einer der Halbirungsllnien der bei E, F odef 
Cr entstehenden Winkel AED u. s. f., so müssen EA und ED so 
gezogen werden, dass sie zugleich mit EG, EF und mit Et und 
der in E auf ihr senkrecht stehenden Geraden harmonisch sind: 
eloe Gonstruction, deren Ausfähning keine Schwierigkeit hat. 

Eine Potenalinie oder eine Tangente der In Rede stehenden 
' Parabel, wird nur dann senkrecbt auf En oder parallel mit jtfe', 
rao der sie erzeugende Kreis seinen Mittelpunkt t Im Ünendli- 
' eben hat, da nur fSr diesen Fall die Verbindungslinie der Mittel* 

■ pnnkte Mi als parallel mit Es zu betrachten ist. Dann aber liegt 
die Potenziinie oder Tangente der Parabel selbst in unendlicher 
Entfernunc^, was nur tiir die der Axe parallelen Tangenten der Fall 
ist, uiid CS ibigt, dass Mt* der Axe der Parabel parallel ist. Auf 
dieser Axe müssen sich solcbe Tangenten schneiden, welche mit 
derselben oder mit der ihr parallelen Me' gleiche Winkel bilden. 
Zwei solche Tang<'nfcMi oder Potenzlinien, die Diit Mt' gleiche 
Winkel bilden, sind, (Ja sie auf den Verbindungslinien der Mittel- 
punkte ihrer erzeugenden Kreise mit M senkrecht stehen, nur 
Diüglich, wenn diese Verbindungslinien selbst mit Mb' gleiche 
Winkel bilden oder wenn die auf Ei' liegenden Mittelpunkte in 
.Reicher Entfernung von 9t sich befinden. Der Durchschnitt der 
durch zwei solche Kreise mit dem Kreise um M erzeugten Po- 
toDzIinien ist ein Pucikt der Axe. Durch denselben geht auch die 
, Potenziinie der beiden Kreise selbst; diese halbirt die Strecken 

Tkiaxiui. n 
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Ewischen Bfltflhrungspunkten der Krdte mit AB und 1KB nd 

iöt daher keine andere ala die Linie aV, die VerbindoDf^slinie der 

Berührungspunkte a' , c' des Kreises um f', wie auch ilie beiden 
Jire'iHo, Viesen möo^cu; und da nun ausseid» m u die Richtung dcf 
Axo der Farabel bat» eo ist sie diese Axe öeibät. 

2. Ich will jetxt die metrischen ffelfttfenen der Taf. II. Fig. 4 

aus den zu Grunde gelegten Stücken des Dreiecks EFG entivickelD, 
thells um der Sache selbst willen, tiieüs weil sicii daiaus ein üe« 
weis (it'S im Einlange erv%ähuten Satzes ergeben wird. Zur Bfr 
seil hrimm d« r Winkel heisse die Linie ME, i, die üfCr* dil 
MF, l; die Gerade Mey^p, welche die Mittelpunkte €, q> ie 
die Seitenpaare des Vierecks LerubreedeD, wa derselben Potefi^ 
linie gehörenden Kreise entbSlt, heisee m; die durch M panH 
»it E»B Gy, gezogene heieee n. Dann Ut bekaontlich 

V9. kkz=GEF, 

W. ik=zm -FGE. 

SftMl ferner GE=:f, EF^g, GF^9, und der Radhw dee d« 
IMeA £€rF mnechrlebenen Kreises =9; dann ist 



f ^ 



e 



Sind U, J, K die Fnsspankte der von G, E, F aaf dieG^ 
genteitea geOillten PerpendikeL ae ist GK^GF.cwM. idm 

cos fix 

£f^=e*gi^22Z=2|^.cosüi, und für die Entieinaogen den MiUe^ 

pnnktn von den andern i>i ciecksecken ergeben sich ähnliche Au^ 
4rfickes 

GM^2^.exmki, } 

FM=z^Q.coshi, > (1) 

EM = 2^ . cosil-A. J 

per Radius r des Rretses um M ist nach der Constrnction it 
f^t, 1. dieses P;irajrrapheii die mittlere Proportionale zw i«äcfien MF 
Qlid ^^^^^ MH, oder MJ und ME, aiso da Ml^ 

j^MG^Cü&hki 

= 4^' . cos ki . cos hi . cos h& (S} 

Für die Winkd» unter denen sich die angeerdneteo VierechM^ 
100 ftcbneiden» hat man» da EÄ, EG» ED» EF harmeninch itai 

aln^G ; ein DEG ^ am AEFim» 
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oder 

tg i (AEG-^DEG) : tg \{AEG-DEG) 
= tg i idEF + />i;F) : tg i(AEF-- DEF) , 

oder 

tg AEe^ = tg GEt . tg Fi. £ , 

Bnd da> unter m n. a. w. die spitseu Winkel veretanden» GEb mit 
ift, FEb mit fiA einen Rechten ausmacht, so Ist, die Winkel bei 
E, F, G mit 2F, 8Cr heselchnet: 

tgE^ z=z tgAEt'^ i=st^DEs^=zeotgitk.c0tgnk, 

tgCr2 = tgJG>'=tg/>Gy>=:GOtgfltVC0tgllJfc, ^ . ® 
tg F« = tg. AF(p'^ = tg ÄF?)« = cotg ni. cotg «A. 

Aus dem Dreiecke AGE flndet man: 



AE^ GE» 



=iGE 



sin E AG 
sin AG K 



m(AGK--AEK) 
_^ sin((y + 9(y>~-«^) 



6in(G— £) 

Ans dem Dreiecke eJCE: 

ein eME 

sin 

cosM.sittini 



smmji 



diher 



£a=:£«.co8j& 

cos A-Jl. sinmi. cos £ 



ainmn 



nnd 



cos JE? 



. , mtkiG-^-W^nk) - cosAA.sinml. 

^'^^ stn^6-^ — — iiissr 

Dieser Ansdmck iässt nicht sogleich erkennen, dass 

. si u ^ ad = ile • sin At'^ =>A^* sin ^da 
oder * 
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Quidäe: Veber Kreise, «eiche 
^a. cos£ = u4e . COS G = -^lö . cösF, 



wie es durch den blossen Anblick der Figur als nothwendig sie! 
seigt. Au» den Gleichungen bei (3) aber findet man durch Hin 
maddiruog von 1 und weitere Verwandlung: 



A / cos 71 cos nh 



•ID 



COS Cr 



eoBütcosw/: 



sinrnbintt^. 



cos At 



folglich 



sin(Cr-|-9(K>— fiA;) = cos (6 - nk) 



4 / 8in"ü 



sioTtA'cosft^ 



cosi/; 



8in 



(G-E)-\f !i!l^^?^^^(VsinnÄcosm--. V sinmcos«*)! 



Vsin n<cosnA-f V sin7iA;co8«f , 
V sinnAcosnt' ~ V sinnicosnA 



und wenn man Zahler und Nenner mit V sin «Aco» m+ V^sio m'cosS? 
muUipIicirt und bedenkt, dass dann der Nenner sich in sioAi 

verwandelt^ und dass ^^J^'^^Q* 
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158 Onfäde: Veber Krefu^ «elcAs , 

In filiplicher Weise findet mao: 

. c OS E — Bf. cos G=Bh. cos F 
=s 2e sin nk . sia riA . siu (— tg £ + tg G + tg F + cot mn) , 

Dr. cos JE?=: Df. cos C?= . cos F 

=2eßinwj5;.sinnA.siDmX— tgi; - tg G + tgF— cotm«), 

Cc. cos E=i Cr« cos Cr = Cl> .cos F 

Ä 2q sin . sin nk . sin itf (tg £ — tg G + tg F + cof um). 

Diese Tier Formeln sind in eine , 

2^ sin nk . sin nh . sin ?u (tg £ + tg F-f tg G + cot mn) 

snsammenzofsssen, wenn man die Winkel in der Richtung von 
Dach ME, MG, MF, Mi hin und die Winkel F, E, G in dersel- 
ben' Richtung» von Fip, Gy,E$axmt rechnet« und eine Strecke wie 
Ba als itegatlr betrachtet. 

Für die in den früheren Paragraphen mit qi, q^, 1/3 hezeidi- 
neten Mittelpuoktsentfernungen Mi, My, Mtp findet man: 



und 



„_ sinilifFe ^ cosÄ/r.sinwi 
Mi « ME . -^TTfT*^ =29' " — c,;»^.^ — 



^ « smwÄ.sinnÄ.siowl 

jnf »cos£^as2p • ■ . » 
^ sinmn 

^« » sinwÄ.sinwÄ.sinm 1 



jyr^.cosF'csS^. 



smm» 

810 nh . sin n k.kiwi ni 
sin Iii» 



und da, wenn w die Entfernung des Punktes A von der Petens* 

linie bedeutet, A(C^—1x,Mi, so ist 

d;&s^.8iniiA.siniiA;.sinni.sinmn(tg£-|>tgFH-tgG*-cotflm). (6) 

Für die Kadieo r| = £a» ra=^e, ra = 9)d ergibt sich: 

^ cesM.sinml . ^ 
ris=2i>. ; »swlk« 

* ^ smniTi 

^ cosAn.sinmA . ^ 

* ^ sinmn 

M cosAf.sinm^ , 
rgsZs. : — .sIdF* 
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Bestimmt man zwischen A und D einen Punkt Ö', vre!cher 
der ^ zugeordnete harmonische Punkt ist zu A und und con- 
strairt den zum System gehörenden Kreis, der AD in ^' berührt» 
dessen Mittelpunkt der Durchschnittspunkt des in auf AD er* 
Ticbteteo Perpendikels mit ist, so bildet dieser mit den Krei* 
seo um t und y drei solche Kreise für das Dreieck ABD, tri» 
aie dar im Eiogaoge angefilhrte Sats Terlangt £• ist dam 



Zwischen den Grössen Aa, Ae, Ab' findet aber eine nnr von den 
Radien mid Mittelpunkteentfeniungen abliingige Besiehnng statt; 
o&mlicb es ist 



Ab'iDb'zsAbiÜt, 



AD. Ab 
Ab^m 



8 2^.einnl.eiDfi^ . ein 



tgg+tgF-htgCrr-cotflm 2tgE-f 2tgg 
^ coeF '2tgF-2eetniii' 



Ab^ Ay 
Aa "^^'Ae 




At 



denn 



A^ 
Aa 



coä^A«sinm< 
sinm» 



*€osF * tg-F — Gotnm * 




ein um 



*einG 



cosg tgE+tgG 
* coi7 * tg F-^cotm» * 
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Nml maa ^ den Miftoipmikt d«« KrdM» der iW 
^ t bsrOhrt« wad setit M(p' = (/', so l«t 

; ilftsV2^, Je=V^2^, ilV==»V2«7. 

; Man bat demnach 

'l * ^ • ^ 9% \qi W 

« ^ 

; . oder eine von der besoodem Lage des Punktes A nnabbängige 
^ Relation zwiacbeo deo CoostaDten der BerOhningskreise des Drei* 
^ acks» womit erwiesea ist» dass der dritte derselbe bleibt, solange 
I die beiden ersten dieselben bleiben. 

\ ' * 

■ • 

* 

f ' {.8. 

* _ 

|. Berührungskreise eines gegebenen Dreiecks. 

i 1. Werden die Seiten eines Dreiecks von Kreisen berührt, 
I welche mit dem umschriebenen Kreise zu rleniseiben Systeme 
, gehören, so ist die T/aire Her Berührungspunkte «hirch §.4.3. be- 
stimmt: die sechs Uenilininö^spunkte liegen je drei auf einer von 
• vier geraden Linien. Durch eine dieser Linien sind nicht allein 
> die drei anderen , sondern ist auch das System der zugehörigen 
i Kreise unzvveideutiij bestimmt. Ist z. B. die Linie oJ'c für das 
\ Dreieck ABC (Taf. III. Fi«;. 5.) gestehen, so gibt es von B aus 
nur eine Linie, die mit AC in Bezug auf o^'c antiparallel ist, ood 
^, durch diese Linie ist das Viereck des vorigen Paragraphen » und 
\ \ somit das System der Kreise bestimmt 

Es seien a» a' die Berfibrungspuokte auf MC\ V auf ACi 
Hui AB ; es sei ' ferner G ein beliebiger Pnnkt auf aÜ und 

es seien die Verbindungslinien dieses Punktes mit den Ecken des 

Dreiecks, AG von af>'c, der andern von a ausgehenden Linie der 
; l^eriilirungspunktü, BG von ba\ CG von c'd', in den Punkten 
A', J, H geschnitten. Da nun c, A, c', B harmonische Punkte 
sind, also ac, aJ, ac', aB harmonische Strahlen, so sind auch 
K, A, G und der Durchschnittspunkt/) von ßCmit^G harnio- 
oische Punkte, und es tolgt, dass A'ein fester Punkt ist, solange 
G derselbe bleibt. Dasseihe gilt für die Punkte // und .7, und 
• es folgt daher, dass, werm (ino der Geraden, auf denen die Be- 
rührungspunkte liegen, sich um einen festen Punkt dreht, dieses 
auch für die drei andern der Fall ist. Geht man vom Punkte G 
aus, so sind E, G, B, J so gut wie A, G, D, K hariuoniscb, 
woraus folgt, dass / und K mit C auf gerader Linie liegen; durch 
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F»rttelstiig diem Bctraditang finM man» du« die dr«i Pur 
Geraden, welche die vier Pmikte eDtbalten, sich' in deo Edna 

des Dreiecira krenzen und mit den Dretecksaeiten harmonisebe 

Strahlen bilden. Die Punkte, in denen sich die Verhindungslinien 
der lier£ihrungs|>unkto mit den Dreiecksetken schneiden , z. B. der 
genieinschartliche DmcliJ^ciinittspunkt der Linien Aa^ BW, Cd, be* 
ivegen sich auf iiegelschuitten, welche durch die Dreiecksecken 
gehen y was sehr einfach aus der projectivischen Beziehung der 
Punkte a, C c' folgt, in denen die Dreiecksaeiten von den Strah- 
len der Punkte Kp G, H geachnitten werden. Zugleich folgt« dass 
GKp KH, HG Tangenten dieaea Kegefschnitta in den Paobien 
B, C aind; denn a. B. dem Punkte D auf SC entspricht der 
Punkt A auf AC und daher dem Strahle AD für den Punkt 
dei iiitrahl /JA für den Punkt ß. Der Durchschnittspunkt von 
Aa'f Bb, Cc' bewegt sich auf einem zweiten Kegelschnitte durch 
A, B, Cy für den HG, GJ, JH; der von Aa, Bb, Cc auf einem 
dritten, für den GJ, JK, KG; der von Ad', Bb\ Cc auf einem 
vierten, für den HJ, HK, /iC«/ Tangenten aind. Es ist nicht meine 
Ahaicbt« hier näher auf diese Systeme von Kegelschnitten eicstt* 
gehen» nnd ich kehre zur Potenzlinie der Kreise zurück» um 2a 
unterauehen» wie dieaelbe sich bewegt, wenn die Punkte G* A 
J9 K fdr die Linien feststehen » auf denen die BerQhrungspunkte 
liegen. Durch Halbirnng der Ton den VerbtndangsKnien der Tier 
Fiüikh' auf den Dreiecksseiten abgeschnitfeiien Strecken DD', EE', 
Ff iji Ö, e, f findet man so£»leich die Potenzlinien Ab, Bt, Cf 
för die Berührungspunkte A und D, oder />': B und E, oder JE'; 
C und F, oder F* ; eine vierte ist durch die Mitten a, ß, y der 
Strecken m', W, cc' bestimmt. Aus der Beziehung xwiachen den 
Strecken» welche die beiden letzten dieaer Potenzlinien auf den 
beiden aralen abachneiden» ergibt sich» dasa dieaelbeD Tangente» 
elnaa Kegelaehnitts aind« der durch B, Cgeht 

Man kann aich hiervon auf folgende Weise öberaeagen. A^ 
and Bt achneiden einander in t und werden von aßy in qi und i^j 
geachnitten« Für das Dreieck AbC und die Traoaversale «tß«U 
ergibt sich: 

^.Aß.C9^A4i.U.Cßf 

Ä^^Aß.^a* 

M _ ^,Cß-Aß,Ca , 
AHj,^ Aß. Ca * 

und wegen der Iraoareraale ttB: 
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At CB^At 

At CB.A% 

At CB.Aej^u.Cß—Aß.Ot ) 
UgA'^ Aß.Ca(Cß.At+t>B.Üty 

^ _ CB. At (^tt .Cß^Aß.Cä)-^Aß.Ca (CB. At+ ^g. Ci) • 
tiJ"" Aß . Cct(Cß . At 4- Gr) 

Aß.Cai^CB.At-i^tiß.Ct) * 

da nach der bekannten Beziehung zwischen vier auf einer 
Ueo liegenden Punkten 

ioist 

^tf gir . PC. bC> eil + bg . «C. eC . /? J ^ b g . aC. tA . ßC 

ßA.aC(,CB.At^l>jb.Cc) * 

hiluiliefaer Welse findet man aus dem Dreiecke BtC und den 
TiiDirersalen apiß and bfJ: 

£iÄ j3C.ag(C^.&g + c^.2)C) 

ll^r üB.ßC.^CtA't^B.aC.tC.ßA'-^B.aC.tA.ßC* 



jjt.^iß _ (aB.ßC^C .tA-^- tfB.ctC. tC.ßA-^B.aC.tA.ßC)* 
M'ftr |SJ.ßC.i3C.ci^(r;J5.^c + ö/;.Ce)(C^.t)Ä+e^.öC) 

jüB . ßC.^C. tA h^ß.aC,cC,ßA^t>ß,aC. eA.ßC)^ 
— ßA.€tC.ßC.aB(CB.Ati'^B.Ci^ ' 

. -4 e + b g . = Cil . ö B + . b C ; 

"N wenn man Cb — gb f8r setzt und Zähler and Nenner 

W {VßATaC.ßC.aB.bB.tC.bC.tÄ)^ dividirt; 

4i J ' Vit 

l ir«^-|3C bCTel AfaC.ßA tiB^iC \f äC.ßC tA.XiB \ * 
- ) ^ M-gC'bg.cC^V ßC.ccB'fr cA M ßAMBtC^C l 

A riäJA 4 /"bäleJ AfjBriü 

1 iKiC^l tC.tC^l tC.tA 
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Ouidäe: Met Kr ein, weieke 



folglich : 



Nun i«t wegen, der kannoniecbeo Lage der Punkte (tergl 
{. 4. 2.): 

tA 

aB Ba^ 

ßC _ 
M ~ 

DaCbCDAE CaAbBDCE Ca Cb AE BD ' 
Ca Ab ' BD CE^ Cb Ba C/J AE ßa ' Ab ' CE CD ( 
CD AE ,BD CE BD ÄE \ * 

BD CE^ CD' AE CD ' CE 

Weil die Geraden CA^ CB durch die Strahlen dee Punktes 
Cr in gleichen DoppeberhSltnieeen geschnitten weiden, iet 

Ba BD _Eb EA 
Ca' CD CM' CA* 

Ba a CD AE_&,CA 

Ca Ab BD' CE — Ab.CE' 

Ca Ah BD CE_ Ab,CE 
Ba Cb'CB' AE'^&.AC 

Ca.Cb.AE.BD Cb'^.AE^ 



folglich 



nnd da 



60 iet 



Ba.Ab.CE.CD ~ CE.AC.Ab.Eb' 



Cb. AE= CA.Eb-- CE,Ah, 



Ca.Cb.ÄE,BD _^CA.Eb CE.J» 
Bü.Ab.CE.CÖ ^ CETM ACTEi^^' 



wodnrcb »ich der obige Aasdruck reducirt auf 

>i» ~ CD AE BD CE BD AE } ' 
( BD CE^ CD AE " CD ' CE 
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wekber-Attsdrack anabbSogig von a oder von und ist, so 
du8 fIBr eine sweite Linie ▼on der Art wie «jSy« deien fiinscbnitte 
in Bt tind durcb 1»^ und ^ bezeichnet seien« 

49i4'4h^ V^t' Vit* 

so dass J5e und von den Potenzlinien aßy projectivist Ii irp- 
schnitteo werden, und zwar so, dass dem gemeinschaftlichen 
Punkte r die Punkte A und B entsprechen, woraus folgt, dass 
die Potenzlinien einen Kegelschnitt berühren und dass A und B 
die Beriibrungspankte der Tangenten und Bt sind. Dass auch 
C der Berührungspunkt für die Tangente Cf ist, ergibt sich schon 
ans der Gleichheit der Beziehung, in welcher die drei Dreiecks- 
ecken zu den Punkten Cr, //, J, K stehen; man uberzeugt sieb 
aber auch leicht, daas zunächst F', />, E, sowie F', jy, E' n. s. w. 
in gerader Linie liegen, da BE, CF, AD durch denselben Punkt 
G geben, dass also auch f, f in gerader Xinie liegen, woraus, 
mittelst des vollstllndigen Vierecks CAtbfB, folgt, daaa die Strab* 
len CA, Ct, CB, Cff sowie, mit <| und |> die DDrobscbDitte von 
und Bt mit Cf bezeichnet, die Strahlen A^, AB 9 Ap, ACund 
Btf BA, B<i, BC barmomsch sind, und dass daher Bq^ Or, Ap 
sich in demselben Punkte kreuzen, dass also A, B9 C die Be- 
rührungspunkte und A^f Bt, Cf die Tangenten desselben Kegel- 
schnitts sind* 

Wenn, umgekehrt, die Potcn/linien Strahlen eines Punktes 
sind, so bewegen sirf) die Verhindungsiioien der Berührungspunkte 
aU Tangenten eines Kegelschnitts. 

Man behalte die Bezeichnung der Tat IIL Fig. 5. bei, und 
stelle sich vor, nß gebe durch r. Es kann dann «fb natürlich 
nicht mehr durcb / geben, und es heisse der Pmikt, in welchem 
A'i die AD' schneidet, f , der Punkt, in welchem sie AD schnei- 
det, f. Man findet ans dem Dreiecke AD'C, geschnitten von a'l»: 

Al.D'<^'.C» = D'l.Ab.Ca\ 

AI _ A^.Cdf 
m-Cb.D'a*' 

Aus dem Dreiecke ADC, geschnitten von a'bi 

At,Da*.Cb=Dt.M.Ciif, 

Dt Lh .Da' 
At" AifTC^* 
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ffuidäe: Ceiftr ä'reüe^ weiche 



At Dt Jfß C«^ 



Nno ift 



oad da 



so ist 



und weno man maltlplidrt and 

=s (V^c+ V3)( v^e- V3) 

setzt, 60 entsteht nach ZusammenziebuDg der mit dem Factor 
(V^ -f V*£a) Iwhafteten Glieder: 



1 
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Für Ca' hat man: 

Ca' =1= Ca + aa' = C« + Vac72«=x VarVGi + V Ba), 
folglich 

Ferner ist 

Ab'^ Aß 
Cb^-^Cß' 

fo^Iidi 

AI Dt _ Aß Ca 
D i Ät — Cß ' ö«' 

imd da, nach der TorauMCtzung, A^, Be, aß durch denselben 
Punkt gehen, 

Aß^Ae da dB 
Cß' Ce - Ca' CB* 
Aß Ca Ac.CB 
Cß ha^ Ct.^ß' 

«0 dass, wenn Ij, fi die Einschnitte einer zweiten Verbind unt^^s- 
linie vod Berührungspunkten, in die Liuieu AD' , AD bezeichnen: 

AI Ai^_Dt Dt^ 

woraus folirt, dass AD, AD', tt, fjfi Tau cjenten eines Kegelschnit- 
tes sind und D und D' die Berührungspunkte der beiden ersten. 

Sowie AD und AD' Tangenten dieses Kegelschnitts sind, 
•0 auch BE, BE' , und zwar mit den Berührungspunkten E, E', 
Es ist nicht schwer, die vom Punkte C ausgehenden Tangeuten 
au construiren, sowie diejenigen, welche den Dreiecksseiten pa- 
rallel sind. Ich htgauge mich aber hier daitiit, die allgemeine 
Grundlage dieser Beziehungen gegeben zu haben, ohne auf wei- 
tere Untersuchung derselben einzugehen, so anziehend der Gegen- 
stand auch ist; ich halie darum auch die IJc weise in der Weise 
gelührt« die sich mir zuerst darbot, die aber keineswegs den An- 
sprach macht, die eleganteste zu sein. 

2. In dieser zweiten Nummer des Paragraphen will ich dlf? 
Anadrüeke ßlr die Radien und Mitteipunfctsentfernungen der Be- 
rtihrungskreise ableiten und zeigen, wie auch diese auf die am 
Jnde des vorigen Paragraphen entwickelte Gleichung lühren. Ich 
"Vmtie die Taf. m. Fig. 5., ohne aber alle vorkommenden Linien 
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Pnfcte n s«chM» ib die ToMtelhi^ dM Fefctod« Mdift 
etglowo kias. Der Mittdpiiiikt dce oudmebeDea KiciMi 
mI Jf ; Toii ilrai geht die CenfnlMe MO seokreelit auf die Po- 

tenzliDie aß, deren Sdbnitte mit dem Kreise dnrcb P mid Q be- 
zeichnet werden. Die Projection eioe« Punktes auf die Central- 
lifjie soll durch eine aneebänete I, die aul" die Potenzlinie durch 
eine an<£f:fiiiii^te 2 hezeiclinct \verderi. Pie 7« den auf der» Drei- 
ecksseiten selbst iiegendeu Üerübrungspuukten ^rh<'irigen Mittel- 
pookte eeieo fiör «— J/, , für — Jf^, für — , fiSr die aif 
deo VeriiogeroDgeo liegeeden e'» r — IRt» JHi» Big; die Bit 
feniDOgeB dieaef MittelpiPilrte tob M aeien 91t, 9^» %» %; 
die zogehSrigen Radien , r^, r^, r.^, ; der Radina dev Kid» 
aaa um jr a^ r; sei 

Man hat snoSeliat 
eder 

and da 

III if nbnfiche GleicbuogeD für ^ und P und a sratctiudeo» m 
ergibt sieb: 

^.yO»ya=syA.yB '-oB.aC'i'ya^, 
— 2.aO . ya=iyA . yB — aB.uC'-^ya^, 

2.a0.ßa=zttB.aC—ßA,ßC-^aß^, 

2.ß0.ßa=aB.aC—ßA.ßC-r^ß^' 

Für die ProjectioueD A^, i^» CJi der Üreieckaeckeu auf die Fo- 
tanalUue iat 

yA^-ßA^- = y J2 _ 

ßC^^^aC^m^ßC^-miP% 
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mm» sieb dnrcli Additton oder Sftbtractioii der Quadrate der 

Strecken rß^A^y—A^ß, yu=iB^ß^B^tt, ßa^CJ^^C^ ergibt« 

2 . ßA^ . y/3 = y (Jil«— yß'^ , 
2 . . y « = y J5 * — — ya% 
^.aC^,ßa=zßC^^iiC*^ß€^. 



Da nno 



80 folgt; 



oder, da 



. 4Ji =YA-Y0==.ßA^'i-ßQ, 
BBi^yB^-yü:=aB^'{^aO, 
CQ ^ßC^^^ßO^aC^i-uOi 

1. yß.AAt ^'-YA.AB-k-ßA.dC, 
^.yu.BBi zsi yB.AB aB, (^B, 

2. ßa.CCi = ßCAC—aC.BC; 

■ 

yA : yB- ilf«: Bc«r= ^c'« : Bc'^ 

fAiAB^At^iBt^^At^ 

^Ac"':Bc'^-^Ac"^, 

AB 



{Bc'—At ) ißc^Ac') 



B( + Ae 
Bc'^Ae* 



und 80 fort> so ist 



AB\ 



AC 



(3) 



2.ya.BB,^ ^Ba^.^^-^. \ (4) 



iMixxm. 



Quidde: üeber £reüe, weiche 

iB« _ Ai>'^ 

Für die von den Berührungspunkten auf die Centrallinie ge- 
tillten Perpendikel ist: 

Ol + AAi ;«i + Bßi=cA ; cB, 
eci'-AAtxBBi - f€i' = t'A leB 

und so weiter, woraus man findet: 

cci . AB^tA.BB^ -^cB.AAi, 
c'c,.AS=eA.BBi^eB.AAu 
bht.AC=^bA. CCi -bC, AAi, 

fttti ,BC^aC. BBi +aÄ.CQ. 
ffn^'.BC=^aC.BBi'^B.CCt. 



folglich 



Die Perpendikel von den Dreleckaecken auf die Potenilioi« 
findet man auf folgende Weises 

2./^yAß 
AA%^ — * 

^'^A^.{^ABC=:^yA,ßAiAB.At, 
AA^ -^'^^^' yß.AB.AC' 

D» »m Dwieck, ilas ^ B. der Radius itf,c' mit de™ P«nP«"; 
dikel t*«»' WUtt, 4wt Dreled» C^V ihnlidi ist (j. 4,, 4.;, » » 
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dieselben Durehschniftspunkte haben, 171 



=:yß.AB.AC:^,^ABC,ßA 
:=Z€fy.AB.BCi2.^ABC.aB, 



=iAB.€^c,,^^ 



1 ' ' 1 

ni durch AnwenduDg der Gleichungen (3): 

L A^»^ c'A,BClyB.Aß^aB,BQ^c'ß.AaißA,Aarl4iA^ 

^^^^ SB ■ ; — ßJ^-T • 

Ii crhilt so : 

+ (cA .BC.^-^cB.A C. ^) . AB, 

h^ABC=^ib'A.BC^^i>'C.4ß'^\ . 

■^{f,'A.BC.^-i-b'C.AB,^),AC, 

• 

hXABC^^CAS^^a'B.AC* 

wdl0t«D Okbibimung dieser Aiisdrffcke eetse man: 

12* 
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DwD ist 



€fA .BC. ^4 - t'B.AC. ^ 

als pA 



eA.dB fBCt BAaC-aB) AC.eA,{b'C^h'A) \ 
-t*B^<'A\ um ^'A^ ) 

mid da 

BC^tiC^tiB, AC^h'C^VAi 

dA.c'B fc'B.aC^.b'A^-z'A.b'C^,<a£^ \ 

Da aber 

h'C.c'A.oB^^h'A.c'B.CLC, 
eo iSsfit sieh der obige Ausdmck yerwandeln in: 

c'A.eB rb'C.t'A.aB.b'A.c'B.aC r 1\ ^ , _ \ 

=-c'i#.c'i?-( -^g^^ VB7,r^^^) 

^-^A.CB.{jpj^-tiy 
h MMUeher Weise findet man; 

,Ä.BC.f^-*C.AB.^^^-iA.W. 0^ :|-1> 

• * « 
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vAnm maD, nach dm Stewart'scbeo Satie,.f«lfet • 

w eriiält mau ; 



« I 







. . 6'c «£) \ 


4f,.AJßC =- 


AB(Cc^- 




A.r^.^ABC^" 






i.T2'^ABC= 


« 
4 


■tA.tC. j<^.ac^'[ 


Ati.^ABC s= 






4r| . A^^C = 







(7) 



Ee bedarf nur dor ErwähDimg, daaa ro deo in diesen Ann- 
Heken yorkonnienden Bffiebeo ao gut die aiNsentuirten» wie die 

nicht accentuirtei) Berührungspunkte genommen werden können. 
2oeber andern Umformung gelangt man durch die Relation . 

^C.tfA.oB^ VA .eB.^C, 

ni «elcber folgt, daas 

FA.<B.^,^^jg^ oÄ* — b'A^ * 

^'^'^'h'A.aB ^ aß^ f^'A^ * 

ufA Uli- ^^ «»^ yitf'^c^jB* h^C^.a m 

n. a. w» 

Zur Ableitung der Relation zwischen den Radien und den 
MlttBlpQnklBentfernnngen nehme ich die Aaadrficl^e In folgender Feim: 

K\ÄBC=:c!A.BC^'\^tfB.AC^AB.eA.<fB^AB.^A^.y^ 
KUABC:^-b'A.BC^li'C:AB^Aah'A.VC\'ACJ^'A^.^^' 
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Es ist cUuNi' 

Stellt man sich von A aus eine Tanj^ente vor an den Kreta 

um 3§i nod bezeichnet ihren Berührungspunkt mit K^, so Te^ 
hält sieb, oacb ä. : 

• . • * " ' 

«ad «s bt daher 



Qod folglich aueb 



folglich 

was mittelst des §. 3.« wonach 

h'A^=z2.q^.AA^. 

t'Ä^ =2.qi.AA^, 

AKi^=^2.fi.AA^, 
uxi4 witteist der GieicboQg 

A AM>^ AB.BC.A C . 
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fib«igefat in 

Süd maii kann nun leicht in detselben Weine die entopredieiiden 
Gleichnngen flir die andern Radien nnd Mittelpanktnentfemnagen 
ableiten. 

{. 9. 

Sehnensysteme. 

1. Von einem Punkte A auf dein Kreise um M (Taf. IV . Fig. 6.) 
gehen an den Kreis um Mi die Tangeuteu AJS, AC, welche den 
ersten Kreis wieder treffen in D und £. Madi Nr. 2. des §. 6. 
mSssen DE uod die Tangente in A einen gemeinechafUlclMn Be- 
lillirungskreis des Systems haben , dessen BerffliTangepnnkte a nnd 
Kl nnf der Verbind nngslinie BC der Berfihmngnpnnkte der Seh- 
nen AD und AE liegen; der Mittelpunkt dienen Berifbnmgnkrei* 
6M sei m. Da aunaer dem Kreise nm M die Linie A^i nur einen 
BertHirnngnicreia baken kann» so int klar» dann dieser Kreis na 
81 ein ganx bestimmter» von Jlfi unabhängiger Kreis sein «rass» 
der allein vom Punkte A abbüngt Der Berührungspunkt s liegt 
mit A in gleicher Entfernung von der Potenzlinie, welche Af^ in f 
tialbirt; und es müssen die Linien UC iür die verschiedenen Kreise 
Ml des Systems, oder die Puiaren des Punktes A für die ver- 
schiedenen Kreise des Systems, alle durch diesen Punkt gehen. 
Man bat zunächst den Lehrsatz: 

• • 

hthnait I. Die Tangentenpaare» wel^e von einem Pnnfcte 
eines der Kreise eines Systems an die versebledenen Kreise des' 

Systems gehen , bestimmen mit dem Kreise Sehnen , welche Tan* 
geoten sind des zweiten Beruh rungskreiseä der im PuuLte an den 
Kreis gelegten Tangente. 

Zar Bestimmung der Lage des Slittelpunkts M bat man» JUL 
nit 4, den Radius des Kreises um M mit r, die Coordinaten des 
Ponktes A mit x nnd y bezeichnet» 

«4 naeb 4. % i 



MiMeb 



A«L = %At 



9 



176 



Qmidäe: Oeber Kreiie, welche 



Weitere Beziehangen ergeben sich för die Mittelpunkte der 

BestimmuDgskreise M^, und die Einschnittsp unkte a^, 0^.... 

der entstehenden Sehnen DE in die Tangente Aa. Da IHai so- 
wohl wie AMi auf j&C senkrecht stehen, so sind diese Punkte 
projectivisch , da sie durch die parallelen Strahlenbiischel Hl und J 
erzeugt werden. Mit diesen vier Gebilden sind feroer noch die 
Linien 'ßC, als Strahlen des Punktes a, projectiviscb, die auf 
den Strahlen , der Punkte A und SI senlcrecht stehen und sich mit 
jenen auf einem Kreise sehneiden, der ü^A, mit diesen auf einen 
Kreise, der aJXi zum Durchmesser hat, woraus dann folgt, da» 
auch die Einschnittspunkte fi der Linien BC in die Potenzlinie 
mit den genannten Gebilden projectivisch sind. Für diese letzte- 
ren, findet man, nach §. 2. 2., da die Potenz des Punktes A in Be- 
zug auf den Kreis um Mi einerseits =^tti»2y, andererseits 
= 291^ ist, 




Zar niheren Einsicht in die projectivischen Beziehungen dient 
Folgendes. Liegt der veränderliche Punkt in a, so t^Ut 
mit M, BC mit Ac^, fi mit e zusammen. Liegt (Li in A, so wird 
BC, die dann auf AJXI senkrecht stehen niuss, die Polare von A 
för den Kreis um Ul, mit welchem Punkte Mi zusammenfallt. 
Liegt ai im Durchnchnitte der Aa mit der Centrale oder im Aebo* 
lichkeitspunkte der Kreise M und Hl, und zwar, für die Figur, im 
äusseren, der a heissen mag, so wird BC auf oTXi oder der Ceo- 
trallinie senkrecht, AMy derselben parallel, Mi fallt in*s Uneod- 
liehe, der Kreis um Mi gebt in die Potenzlinie, oder genauer, io 
das System der Potenzlinie und der unendlich entfernten Linie 
über, die Tangenten AB, AC fallen in eine, der Potenzlinie pa- 
rallele Linie zusammen, ihre Einschnittspunkte Z>, in den Kreis 
um M sind nur ein einziger Punkt, in dessen Tan^^ente die Lioie 
DE sich verwandelt; diese ist die zweite äussere j?emeinschaft- 
liehe Tangente der Kreise M und 2n. Liegt üi im UnendlicbeD, 
so dass VXai der Tangente Ad parallel ist, AMi mit derselben 
zusammenßillty so wird Mi der Aehnlichkeitspunkt a. Man bat 
daher folgende einander entsprechende Punkte: 
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6 • • • • ^MT 

tf • ... . der uneadiicbfenie Punkt 

der QoeDdlichferne Punkt . ^ . • a 

A , . , . tu 

80 dass sich die Beziehung der Punkte üi und Al^ auf veräcbie- 
deae Webe ausdrücken lässt^ z. B. 

üij^ . ff a MiM 

äiA' cA^ MiM*' 

ä^a'Aä^ WM* 

«,ff cM ' 

Aqs diesen Gleichungen folgt dann weiter, daes dem Punkte t auf 
4« PoteniUnie, fiir den 

da Punkt All entsprechen muss, ffir den, naeb der «weiten Gleichung^ 

welcher also der andere, d. b. der innere Aehnfidikeltspunkt der 

Kreise M und TXl ist 

Wenn von O aus jenseits ^ liegt, so werden die Tan* 
genten AB, AC imaginär, ohne dass die Linie DE aufhOrt, reell 
>Q sein; der Punkt ai liegt dann von A aus über S hinaus. Liegt 
% fiber A hinaus, so fallt fiber M hinaus. 

Nimmt man eine Tangente AD willkührlich, so Onden sich 
zwei Linien für die zweite AE, da es für AD zwei ßtiriilirungs- 
kreise gibt, liiervori macht der Fall eine Ausnahme, dass D mit 
P oder Q zu8ammentrifft, in welchem Falle auch B in diesem 
Punkte liegen muss. Es föllt dann auch der zweite lierührungs- 
i^reis, den die Sehne DE noch ausser dem Kreise 211 hat, mit HXl 
zusammen. Die beiden Kreise üfi, für welche dies der Fall ist^. 
sind, wenn und A'^ die Entfernungen ihrer Mittelpunkte von 
Af aad ^, ^ Ihre Radien sind, "durch die Gtetchnngen gegeben t 
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AP* =2*1 .ar, 
x:AQ = p:g^ 

Wenn die gemeinschaftlicTien Punkte P, Q des Systems ima- 
ginär sind und man nimmt für den Kreis Mi einen der zum System 
geborenden Punkte , Q' , so fallen B und C beide in dieseo 
Punkt, z. B. in die zusammenfallenden Tangenten AB, AC 
schneiden den Kreis M nur in einem Punkte, so dass DE eine 
Tangente des Kreises M, also eine gemeinscbaftlicbe der Kreise 
M und T(l, werden muss; und zwar bleibt nach dem Obic^en nor 
öbrig, dass sie eine innere wird. So folgt für die projectivische 
Beziehung der Punkte Mi und aj , dass den Punkten und 
als Mittelpunkten die Einschnitte der Inneren gemeinschaftlichen 
Tangenten in Aa entsprechen. 

Es folgt aber zugleich, dass die von A durch P' gezo«vene 
Gerade den Kreis M zum zweiten Male in einem Punkte trifft, 
welcher der Berührungspunkt einer inneren gemeiuschaftlicheo 
Tangente der Kreise M und Hl ist. In Taf. 11. Fig. 7. sind die 
gemeinscbartlicben Tangenten der Kreise Mi, M^ construirt, mit 
den Berührungspunkten und a^, ßi und für die äusseren, 
yi und ""'^ ^2 die inneren. Es tritt so Mi an die Stelle 

Von M, M2 an die Stelle von TKl der Taf IV. Fig. 6., Oi an die Stelle vod 
A, und es geht nun Cj^i, ßiyi durch P, ebenso 0.^62, ß^y^, wäh- 
rend of,yi, ßi^i, fx^yi, ßi^^ durch gehen. Da nun a^a^ im 
Durchschnitte i mit der Potenzlinie halbirt wird und ein um i mit 
dem iRadius Wi beschriebener Kreis die Kreise Mi und M^ recht- 
winklig schneidet, also auch durch die Punkte P , Q' geht (§. 1., 2.), 
so stehen und ce^S^* «i/i nnd a^ya» ""d, dieselbe Betracb- 

• tiing auf ft^2» oder eine der inneren Tangenten angewendet, ß^y^ 
und y^ßaf ßA ^2^2 einander senkrecht 

Liegt der Punkt A (Taf. IV. Fig. 6.) in einem der Berührungs- 
punkte der von Q' an den Kreis M gelegten Tangenten, so geht 
der Kreis 2tt über in den Punkt Q* und alle durch die Tangenten 
AB, AC erzeugten Sehnen DE gehen durch diesen Punkt. Die 
durch den andern Punkt P' gehende AP muss nach dem Vor- 
hergebenden den Kreis M im BerOhrangspuokte einer gemeio- 
schaftiicben Tangente mit dem Kreise VH, an dessen Stelle Q" 
tritt, also Im Berührungspunkte der andern von Q' an Kreis M 
gelegten Tangente treffen. Diese Verhältnisse bleibei) dif>AAlhpn. 
wenn anch ein anderer Kreis an die Stelle des an| 
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M«M M tmi m alle KmIm de« Ssraten« ttw 41« VetUn* 
dnigeliiiie d«r BeifiliniiigsiniDkte der tob Q' dim g»legt«D T«ii* 
gtntflo durch geben, und da diese Verbiodmigalniie auf d#r 
OentralliMe eenkrecbt atelit, m& folgt, dasis sie für alle Kreke des 

Systems dieselbe ist Diese Verbiodttagstliiie Ist die Pelare des 

Punktes Q' für den jedesmal gewählten Kreis M, und da auf ihr 

die Pole alier durch Q' gehenden Geraden liegen müssen , so müs- 
sen sich die inneren und äusseren ^meinschaftlichen Tar)üt>nteQ 
aof derselben schneiden, denn diesp Durchsclmittspunkte sind die 
Pole der Verbindungslinien der ijerührungspunkte. In Taf. V. Fiff. 7. 
sind ti, T2 solche Durchschnitt«:piinkte. Diese BetracbtuDgeo lüh- 
lea la folgendem Zuaatze zum Lehrsatz !• 

Zusatz. Die zum Systeme der Kreise gehörenden Pankte 
Mild die Durchschnitte der Verbindungslinien ungleichartiger Be- 
rüljrungspunkte der cciik inschaltlichen Tangenten irgend zweier 
Kreise des Systfiiis, und diese Verbiiulungslinien i<tehen hi den 
Punkten auf einander senkrecht. Die Polare eines der beiden 
Punkte fiir irgend einen Kreis ist die Im andern auf der Central- 
linie errichtete Senkrechte, und auf diesen Senkrechten liegen 
die Durchschnittspunkte ungleichartiger gemeinschaftlicher Tan- 
gelten irgend zweier Kreise des Systems. Legt man vom Durch« 
Bcbnittsponkte einer dieser beiden Senkrechten mit einem Kreise 
des Systems Tangenten an die anderen Kreise des Systems, se 
gehen d|e dadurch bestimmten Sehnen durch den Fusspnnkt der 
Mdera Senkrechten.' 

2. Es mögen jetzt (Taf. IV. Fig. 6.)«von einem zweiten Pankte 
A* des Kreises 31, ebenso wie es von A geschah, Tangenten 
m den Kreis JUi gelegt werden, und es sei die Bezeichnung die- 
selbe, aber mit accentatrten Buchstaben. Da dann AD und A'D* 
denselben Kreis Mi berühren, so mOssen nach dem 4. Satze in $. 6u, 2. 
euch AA' und DD* Tängenten desselben Kreises sein, und die 
Berfihrnngspunkte c müssen auf der Geraden BB' liegen. Da 
auch AD und A'E' denselben Kreis üfg berühren, so müssen fer* 
Der AA' und DE' Tangenten eines nnd desselben Kreises sein 
mit den Berührungspunkten b* und f auf der Geraden BC'i Die 
Gerade AA' bat überhaupt nur zwei Beruhrungskreise ; der Be- 
rfihrongspunkt des einen h liegt zwischen A und der des an- 
dern b' jenseits der Potenzlinie in derselben Entfernung von der- 
selben. Es ist klar, dass BB' und BC die Linie AA' nicht in 
demselben Punkte treffen können, wie es doch der Fall sein müsste, 
wenn JiD^ und DE' demselben dieser beiden Berührongskreise 
angehören sollten. Durch Anwendung derselben Schlüsse auf AE 
und A*E' und anf ^ und A'D^ findet man» das* andiH^' umI 
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ED' Tans^enteii' def BeHIfaniiigsIcreise von AA' sein inäMen und 
zwar 80, ddsts DD' und EE' dem einen, DE' und D'£ dem an- 
dern angeboren. Die Tanejenten und A' D* berühren den Kreis 
Ml PO, das» derselbe vom Beruhnirj<jspunkte aus für beide Tan 
geBten nach derselben Seitesich erstreckt, oder dass die Drehung 
der Tangenten um die Ausgangspunkte A^ A' , nach der Erstreckung 
des Kreises bin, dieselbe ist Die Tangenten AD und A'W sol- 
leo daher gieiobartige Taogenten. io Bezog auf die Punkte A imd 
il' lleleeen : ein Begriff j ^er eich aueh aaf Tangenten yerscbis* 
deniir Kreiee anwenden Ifiest und der im Folgenden noch hSafige 
Anwendung finden wirdi Gleichartig sind sonach auch AE^ A't?, 
ungleichartij; aber AD und A'E\ sowie A'D' und AE, und die 
durch gleichartige Tangenten erzeugten Sehnen berühren den 
einen, die durch ungleichartige erzeugten den andern der beiden 
ßerührungskreise von AA* Diese Berührungsltreise sind aber 
völlig unabhängig vom Kreise Mi und müssen dieselben bleiben, 
welchen andern Kreis des Systems man auch an die Stelle voa 
Ml setzt 

Die gegenüberstehenden Seiten des Vierecks JßBfCC scboei- 
den sich in den festen Punkten 1^^ 0% während die Diagonalen 
B€s B*C* durch die eben&Us festen Punkte a, gehen. Da 
nun diese Diagonalen die Linie W stets In Punkten scbneiden 
nftosen, die mit i und V harmonisch sind, so bilden sie lo a und* 
«r projedhriscbe Strahlenbisehel. Fällt der Terfinderliche Krds; 
Ml niit dem inneren Berührungskreise der Linie AA' , der den 
Berührungspunkt l' hat, zusammen, so liegen B , C, B' , C* alle 
in welcher Punkt danir der gemeinschattiiche tinschnittspuni^t 
der Diagonalen in AA' ist. An die Stelle von h tritt ^venn 
der andere Berührungskreis von AA' zum Kreise Mi genorame» 
wird. Geht BC durch A, so muss, weil A' der vierte harmo- 
nische Punkt zu A, b ist, B'C* durch A' gehen und Mi fällt 
mit M zusammen. Geht umgekehrt i?C durch A\ so muss B'C* 
durch A gehen* und es bestimmt sich Mi durch ein Perpendikel' 
von A auf aA' oder von auf ofA , welche Perpendikel also die' 

Centrale in demselben Punkte treffen müssen. ' 

I 

Nach bekannter EigenschafI der Krelsviereeke und der In lbre>' 

Ecken au den Kreis gelegten Tangenten liegen die Durchschnitte: 
zweier Seitenpaare des Vierecks mit zwei Ecken des Tangenten* 
Vierecks auf gerader Linie und zwar harmonisch. Es sind dem-' 
nach einerseits der Durchschnitt von BC mit B'C\ der Durch- 
schnitt von AB mit A'C\ der Punkt h und der Durchschnitt von 
mit A'B\ andererseits der Durchschnitt von AB mi AB*, 
der DurchsdwitI voo.iSC mit iB'C, der.DnrahsdMitI von AC «i» 
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A'C und der Punkt b' harniomscbe Punkte. Die dritte hiezu ge« 

hörige Gruppe bilden A' , b, 6'. Die erste Gruppe liegt auf 
der Polaren von b' , die zweite auf der Polaren von b, die (iritte 
auf der Polaren des Durchschnitts von^C miti^'CS iür den Kreis 4^^, 

Wählt man den einen det zum Systeme gehdrigen Ponkte, 
s. 6. 'P*, zum Ereise iUj, so föllt der Cnterachied der gleichartig 
Ken nnd ongleichartigen Tangenten weg, und statt der vier Seh- 
nen DD*, EE' , DE*, D*E erhält man nur eine, welche gemein- 
schaftliche Tangente der lierfihruiijskreise von AA* sein muss, 
uiid zwar, da die \*erbinduri<islinieri der Benilirurigspunkte dieser 
Linie und der Linie AA* durch P* gelieri müssen, in welchcra 
Punkte sich />, C, B' , C vereinii^en, eine mit AA* utjgleichar- 
tige t^eraeinschaftliche Taniiente der beiden Kreise, also im Fall 
der Taf. IV. Fig. G. eine iniuTe. Die Taf. V. Fiiij. 7. macht dies an- 
schaulich, v^enn man für A und Ai die Punkte a und IVir b 
und b' die Punkte Ui und o^, und und Mg^ für die Mittelpunkte 
der Berührungskreise von AA nimmt« Es muss aP*, ßP* die 
Ourchschnittspunkte der inneren gemeinschaftlichen Tangente d|d^ 
mit dem Kreise nämlich die Punkte y* und 6' treffen. Ebenso 
masB dann </P* durch y, /3'/^"durch ö, aQ* durch durch 
9, pfQt durch ß*^ durch d' gehen. 

Die Linien von P' oder Q' nach b' , a sind, wie aus 

der obigen Betrachtung des Vierecks BB'CC' folgt, harmonische 
Strahlen, und da bP'b*, bQ'b' rechte Winkel sind, so müssen 
P'b, P'b' die Winkel, welche P a, P'a* bilden, Q*b, Q'J' die' 
Wmkel der Strahlen Q*a, Q*a* halbiren. 

Die Eioschnittspunkte der Linien DE in Aa, DE' in A*a\ 
oder die Punkte und «i', welche nach der vorigen Nummer mit 
Ml und den andern Mittelpunkten projectiviscb sind^ müssen 
Mch unter einander projectiviscb sein. 

Wenn AA' durch Q* geht, so sind Aa und Afa* eUie Innere 
snd eine Süssere gemeinschaftliche Tangente des Kreises M mit 
einem Kreise , dessen Mittelpunlet nach der eingefShrten Bezeicb- 

Wing yxi oder HI' zu nennen ist, welche beiden Punkte hier zu- 
■ttBinenfallen ; die Berührungspunkte mit demselben sind a und a', 
•0 dass aa' durch geht, wie das Tal. V. Fig. 7. zu sehen ist, 
wenn man y statt A', a statt A, X>' statt a', B statt a nimmt. 
Von den beiden Berührungskreisen der AA* ver^vandelt sich der 
eine in den Punkt Q'. Wählt man Q' zum Kreise ßJ^ , so fallen!^ 
die Tangenten AB und AC sowohl, als A'B' und A'C* zusarom^ljij 
«nd die Sehnen DE und DE' werden Tangenten, DE m A*, so, 

dftfif es mit J'aV J^ß' w d» so .dass es «lit Aa «asaiffni^nljbllt.. 
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and der EiDschnittspnnkt der Sebne DE in Aa., sowie der Ein- 
schoittspunkt der Sehne lyE' in A*a' der Dorcbschnittspunkt von 
Ad und A*<i' ist, der, beilSnfig erwäbot, auf der in iP' auf der 
Centrale errieb teten Senkrecbten liegt In diesem Durcbscbnitts- 
punkte sind somit entsprechende Punkte vereiniget nnd die projec- 
tivii^cbe Beziehung der Punkte Ai, o^»..** mit den Punkten a^', c^'»**» 
ist eine perspecüvische. Wählt man P' zum Kreise ilf/j , so wer- 
den die andern gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise M and 
m (M3 in Fig. 7.) die Sehnen DE, D'E*, vrelche Aa und A'a! io 
den Punkten schneiden, die auf der in Q auf der Centralen er- 
richteten Senkrechten liegen, woraus dann weiter folgt, dass Q 
der Mittelpunkt der perspectivischen Beziehung der Punkte and 
üi* ist. Die Strahlen der Punkte a und a', nämlich BC und BO, 
sind ebenfalls perspectivisch, da die nach Q*, in welcbem Punkte 
Ü' liegt, gebenden, einander entsprechenden Strahlen in einen. Ml, 
zusammenfallen. Andere entsprechende Strahlen sind aP* und 
a'P', ferner alb und a'b ; und da ^ auf der in P* auf der Centrale 
errichteten Senkrechten liegt, welche die Polare des Punktes Q 
für alle Kreise des Systems ist, also den zu AQfA* vierten har- 
monischen Punkt enthalten muss, so ist diese Senkrechte die 
Gerade, auf der sich die entsprechenden Strahlen der Punkte a 
und a', oder die Linien BC und B'C schneiden. 

Steht AA' auf der Centralen senkrecht, so fallen wieder die 
Kreise Jlt und yXV in einen zusammen, für den und für Ai 
und A'a' gemeinschaßliche, und zwar gleichartige Tangenten sind. 
Der Punkt h liegt im Durchschnitt von AA' mit der Centrailinie, 
während h' im Unendlichen liegt und der dazu gehurige Beruh- 
rangskreis In das System der Potenzlinie und unendlichen Linie 
sich verwandelt Die diesen Kreis berührenden Sehnen DE', JJ'E 
sind der Potenzlinie parallel, welche Richtung auch die Verbin- 
dungslinien der entsprechenden Punkte und ai haben. Die 
Sehnen DE und D'E', ferner DD' und EE', sowie die Polaren 
BC und B'C von A und A' kreuzen sich auf der Centrale imd 
liegen symmetrisch gegen dieselbe. 

In diesen Betrachtungen sind folgende Sätze enthalten. 

' Lehrsatz IL Gehen von zwei Punkten eines Kreises eines 
Systems an die verschiedenen Kreise desselben Systems Tangen- 
ten, welche den ersten Kreis wieder schneiden, so erzeugen jede 
zwei nicht von demselben Punkte ausgegangenen Tangenten Seh- 
nen, welche sich als Tangenten so an die beiden Bcrührnngs- 
kreise der Verbindungslinie der Punkte vertheilen, dass die dorch 
angleichartige Tangenten erzeugten den einen, die dv'^^ «ri^iirh. 
Miiige TaogenteD erzeugten den andern berfibren. Di 
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Pobreo der Ponkte gebiMeteo SMileabfiscbel» «awie die Ein- 
■cholttopirnkte der darch Tangenteo dewielbeii Punktes erzeogteii 
Sehnen in die in diesem Punkte an den ersten Kreis gelegte Tan- 
gente, sind unter dnsnder und mit den Mittelpunkten dcr^rer- 

scbiedeiien Bestimmungskreise projeetiviscb. Diese projectiviiK^iie 
Beziehang geht in perspectivische über, wenn die beiden Puftkte 
so litten, dass sie Beriihruiig&piinkte gciiieinschafltlicher Tangen^ 
teo des Kreises mit irgend einem Kreisle des Systems «iiud. 

Zusats. Ungleichartige gemeinschaftliche Tangeuten zweier 
Kreise eines Systemes werden von irgend einem dritten Kreise 
des Systems so geschnitten , dass ein Paar der Verbindungslinien 
der Schnittpunkte sich in einem der beiden zum Systeme gehören* 

den l^unkte schneiden, das andere Paar dann natürlich auf der 
Polaren dieses Punktes, d. ii. auf der iiu andern Punkte aul der 
Centrale Senkrechten. 

Oer Beweis des Zusatzes liegt in der Betrachtung des Falls, 
dass filr irgend ein Paar Punkte A' der Punkt als Kreis^ 
iVi genommen wird. 

Interessant ist noeb» dass eine Gerade ditreh den Durobsclwitfc 
nreier nngleicbartigen gemeinsciiaftliefaen Tangenten, dnrcb % z«J3L 
(Taf* V.Fig.7.)* mit der Verblndutigsllnie der Bertthrnngspunkte 
ce^^a parallel gezogen, anf der Verbindungslinie der Berfih- 

runi^spunkte des amiern Kreises senkrecht stehen, und da 

die Polare von lür Kreis J/j ist, durch den iMitteipuukt Mi 

dieses ivreises gehen luuss. 

3. Ausser den in der vorigen Nummer betrachteten Seiten-' 
paaren DD\ EE* und DE*, D^E des Vierecks Dl^EE' muss 
anchj nach $. 6., das dritte» DE, D*E', einen gemeinscbailtlichen 
Berfihrungskreis haben, und zwar so, dass alle sechs Beruhrunirs- 
ponkte c auf DD', Ö auf EE\ f auf DE\ I auf D E, 0 auf /^'A', 
^ auf DE in gerader Linie liefen. Für die Sehne DE ist schon 
in der ersten Nummer dieses Paragrapher» der [ierülirunirskreis 1X1 
mit dem Berührungspunkte A*i in der Linie ßC n;i( li*ievviesen, 
dem für die Sehne D'E' der Beruhr^nL^'^ kreis HT' init dem Be- 
rührungspunkte im Durchschnitt von B C mit D'E' entspricht. 
Es fragt sich jetzt, oh der gemeinschaftliche beriihrungskreis der 
Sehnen DE und D'E' mit einem dieser Kreise tXl und VI* zusam« 
menfsillt. Die Vierecke ^^'CC und DD E E' liegen so, dass 
twei Paare zugeordneter Seiten ein und dieselbe Gerade in 
denselben Punkten treffen: 

BB' und DD* in c, . 
'» CC and EE' in 5, i • » - : 
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BC uBd DE' in f , 
B'C und DE in i. 

Da nun die sechs Durcbschnittspunkte der drei Paare zuge- 
ordneter Seiten eines Vierecks mit einer Geraden eine iDFoiutioD 
bilden > also der sechste Punkt durch die fünf andern unzweideo* 
tig bestimmt ist, so folgt, dass von den dritten Seitenpaaren der 
Vierecke entweder beide Seiten die Linie cf in denselben PudI[- 
ten schneiden, oder keine mit einer des andern Paars ihren Durcb* 
Schnittspunkt auf cf hat. Sollte also z. B. der Kreis yXl der ge- 
meinschaftliche Berührungskreis der Sehnen DE und L^'K' sein, 
'oder sollte mit 1^ zusammenfallen, BC und cf sich in demsel* 
ben Punkte schneiden wie DE und cf, so müssten im-Allgemei* 
nen auch B'C* und D*E* sich auf cf schneiden und müsste 
mit % zusammenfallen; und da an D'E* in ^ nur ein einziger ße- 
rfihrungskreis möglich ist, so mOsste m mit TXi' zusammen fallcD, 
was nur in ganz besonderen Fällen stattfinden kann. Es folgt so, 
dass im Allgemeinen der gemeinschaltliche Berührungskreis der 
Sehnen DE und D'E' nicht mit HI oder Dl' zusammen t^Ut, dass 
er also ein ganz bestimmter und zwar durch eine der beiden Seh- 
nen vollkommen bestimmter Kreis ist, oder, da A und A' belie- 
bige Punkte des Kreises M sind, dass er allein vom Kreise U\ 
nnd gar nicht vom Punkte A oder A' abhängt, vielmehr för alle 
Punkte des Kreises M derselbe ist. Es versteht sich von selbst, 
dass es Lagen für den Punkt A gibt; bei welchen der in Rede 
stehende Kreis mit dem Kreise tX derselbe ist; und namendicb 
ist dies der Fall, wenn eine der Tangenten AB oder AC^ z. ß. 
ACy durch einen der Durchschnittspunkte der Kreise P (oder (/) 
geht ; es fallen dann C, E und beide Berührungspunkte der Seboe 
DE ebenfalls nach P\ die oben erwähnte Involution wird illuso- 
risch und beweist nicht mehr, dass die Kreise HXl* und VX zusam- 
menfallen müssen. Der hier abgeleitete Satz bildet die Ergän- 
zung des Lehrsatzes I.; er lautet: 

hehrtaU III. Di e von den verschiedenen Ponkten eioei 
Kreises an einen zweiten Kreis gelegten Tangenten bestimmen aef 
dem ersten Kreise Sehnen, welche einen dritten Kreis berühren, 
der zum System der beiden ersten gehört. 

4. Man nehme nun einen zweiten Bestimmungskreis hio- 
za und lege an denselben von A und A die, im Fall der Taf. IV. Fig. 6., 
gleichartigen Tangenten AFH und A'F'H', Nach der zweiten 
Nummer dieses Paragraphen müssen dann AA\ DD' , HH* den- 
selben Berfihrungskreis haben nnd es müssen die Berühruncrsoookte 
I ao/ HH' und ^| ebenso in der Geraden FF* liegen 
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in «ler Geraden BB\ so das« diese Berilbraogspunkte abhängig 
8iod TOD den Ponkten A und A',' Weil aber anf diese Weise 
DD' und HH' denselben Kreis ben'fhren, so müssen auch irgend 
ein Paar andere pegeiiu'berstehende Seiten des Vierecks DD' HU', 
also die Seiten />// urul D JI', einen gemeinschaftlichen lierüh- 
Tongskreis haben, so dass die Berührungspunkte auf ff lii ^eii. 
Diese l>eruhruiii>.spuiikle erscheinen dciiigcniass ebeniaiis als ab- 
hängig von den Punkten A und Ä' , und man könnte meinen, der 
Berührungskri'is andere sich, nenn einer dieser Punkte seine 
Uge auf dem Kreise M änderte. Jedenfalls bleibt es zueifeihaft, 
h DH zwei lierübrungskreise hat, ob der mit D'IJ' gemeinsame 
eeioen Berübrungspnnkt auf der Geraden BF oder in solcher 
Lage hat, dass seine Verbindungslinie mit A durch den Dureh- 
scbnittspankt von Bü nnd DF gebt ($. 4., 3.). Wollte man aber 
das Erstere anoebroen, so schnitten sieb die Seiten AD und üc» 
AH und H, DH nnd el^ der Dreiecke ADR und M anf gerader 
LiDie, und es mifssten daber die Verbindungslinien der entspfe* 
chenden Eeicen, nfimlich Ab, De, Ht sich in demselben Ponkte 
schneiden« was nicht möglich ist, da diese Linien Tangenten des* 
selben Kreises sind* Es bleibt sonaeh für den In Rede stehen* 
den Berührungspunkt nur die zweite der beiden Lagen öbrig, und 
es fol^t, dass der Berüliiungskreis durch den Piiiikt A scljon voll- 
kommen bestimmt ist, oder da A iri^end ein Punkt des Kreises ilf 
ist, dass er durch die Kreise und M.2 vollkommen bestimmt 
und für alle Punkte A derselbe ist. Matten man statt der T^n2,eijte 
A'iy die auf der andern Seite des Mittelpunkt« an den Kreis 
gehende genommen und mit DH die Sohne zusammengestellt, 
welche diese Tangente mit A'E' auf dem Kreise iü/ erzeugte, oder 
hätte man überhaupt irgend ein Paar durch gleichartige Tangen- 
ten erzeugte Sehnen zusammengestellt, so wäre man durch ähn- 
liche Betrachtungen an demselben Bcrührungskreise gelangt. Die 
Sehne HE dagegen» mit H*E* oder irgend einer durch ungleich- 
artige Tangenten erzeugtet Sehne zusammengestellt, flShrt auf 
dem obigen Wege zu einem zweiten Berührungskreise , der för 
ungleichartige Tangenten gilt. Somit wäre denn auch der im Ein- 
gmge angefulnte Poncelet'sche Satz, and swar durch blosse 
genmetriflche Betrachtungen, erwiesen. Des Zosammenhangs wegen 
itelle ich diesen Satz hier nochmals auf. 

Lehrsatz IV. Legt man von den verschiedenen Punkten 
«ines Kreises eines Systems an jeden von zwei anderen Kreisen 
^es Systems eine Tangente, so bestimmen diese Tangenten auf 
^em ersten Kreise Sehnen, weldie zwei feste Kreise des Systems 
berühren, und zwar so, dass alle durch gleichartige Tangenten 

l'heiinilL M 
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cntotiDdeiMii ßeboen den eioeo, alle durch uogl«icb«rtlge Tm- 
gtoteB entetandeoeii den anderen berühren* 

Die Arn^ erHliini^ auf eine grössere Anzahl von Kreisen unter- 
liegt keiner Mcliu ierigkeit. Hat Juan im Kreise 31 irgend zwei 
Polygone, die man sich leicht ohne Figur vorstellen kann und die 
durch ADCDE und A'B'C'D'E' hezeichnet seien, so dass AB 
und A*B*f ßC und B*C\ u. s. w. Tangenten sind der Kreise lA^ 
M%9 u. 8. w., SO werden auch die letzten Seiten E,A^ £*A' Tan- 
genten deSAelhen Kreises sein, wenn nur in Bezug auf gleich- 
artige oder ungleichartige Lage, BA und BC für B, CB und CD 
rOr C, DC und DE für J> sich ebenso verhalten wie B^A* nnd 
BC* flir C'B' und CD' fiir C, Z^C und DE' für D. 

Die Anzahl der lür die gegebenen Kreise möglichen Beriili- 
rungskreise der letzten Polygonseite wächst natürlich mit der An* 
zahl der gegebenen Kreise: es sind deren für zwei Kreise zwei, 
fftr drei vier» ffir vier acht und so fort nach Potenzen von Zw«. 

« Es seien (T;if. V. l ig. 7.) die liestimnmngskreise wieder mit 
M^f bc/*'i« liiK t , «, a*, ß' seien die Einschnittspunkte der 
Äusseren genieinscli ^ftliehen Tangenten dieser Kreise in den Kreii 
Mf y, 5, die der inneren. Von ß aus gehen an und 

M2 die gleichartigen Tangenten ßa^ , ßa.^, welche in dieselbe Ge- 
rade zusammen fallen und als Sehne die Tangente aT> in a erzeu- 
gen. Piese Tangente muss also auch eine Tangente des Beruh- 
rongskreises il/3 der durch gleichartige Tangenten erzeugten Sehnen 
sein. Dasselbe gilt für die in a* an M gelegte Tangente, so wi^ 
filr diejenigen« welche in y und an M gelegt werden, da waA 
^Yi und dy^, sowie 6% und 9*9^, gleichartige Tangenten der Kreis« 
Ml und för den Punkt 9 und den Punkt 9' sind. Fdr die 
Punkte er'» y> 7' dagegen sind die gemeinscbaftllcben Tangen* 
teo der Kreise ilfi und Äf^ ungleichartig und es mfissen daher die 
In ß, ß\ S, 9' an M gelegten Tangenten den för ungleichartige 
Berfibrung geltenden Kreis berühren. Diese Betrachtung iührt 
zunächst zu einem Zusätze zum Lehrsatz IV'. 

Z OS als. Die Dorchsehnltlspunkte des erslen Kreises mä 
den den beiden Besthnmongskreiseii gemelnscbalUicheo Tangen* 
ten sind die Berührungspunkte seiner gemeinschalllichen Tangsi» 
teo mit den beiden BerObrungskreisen der erzeugten Sehnen. 

Die obige BeiriK litanL: macht es aber auch möglich, alle diese 
Sitze von einer neuen und allgemeineren Seite anifznfasaen. 

Der Kreis JV, Ist dnrcb den Punkt « vollkomrae n bestimmt 
md bleibt daher derselbe, so lange die gemeioschaftUche Tsa- 
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geoto d«r Kreise Mi und Üf^, nimlteh die Linie «1«^, de» Kreis 
ilf io demselben Punkte u schneidet. Wenn man eise irgend ein 
Paar Kreise des Systems constrairt, welclie eine gerade Linie 
berflliren» die dnrch einen festen Punkt geht, und Ton irgend einem 
Pnokte des durch diesen festen Punkt bestimmten Kreises des 
Systems Tangenten an dieselben legt, so bestimmen diese mit 
dem letztgenannten Kreise Sehnen, die einen festen Kreis berüh- 
ren. Dabei ist Foli^eutle« zu bedenken. Ist die durch « gehende 
Gerade eine äussere genieinschaftliche Tangente ihrer Berührungs- 
kreise und !ie£;t der zweite Eiüscbnittspunkt ß ausserhalb der 
Berührungspunkte «i , «2» müssen die erjreuireTiden Tangenten 
gleichartige sein, cImiuso wenn die IJnie eine iiuiore geiueinschaft- 
liche Taiigeiite ist und der zweite Einschnitt.s|»unkt zuisclien den 
Berührungspunkten liegt; in den andern Fällen niuss mau ungleich- 
artige Tangenten wählen. Dass zu jedem festen Durchschnitts- 
punkt cf gemeinschaftlicher Tangenten von Kreispaaren eines Systenis 
sich noch drei andere feste Punkte hinzufinden, a% y' , in wel- 
chen sich die andern gemeinschaftlichen Tangenten der Paare 
schneiden, ist aus den bisherigen Betrachtungen klar; man findet 
diese Punkte durch den durch a gelegten Kreis und durch Gerade, 
die man theils der Potenzlinie parallel, tiißils durch die Punkte 
P und Q' zieht. Die in dieser Weise von a aus gezogenen Ge- 
»den bilden zugleich die Chrenzen zwischen gleichartigen und nn* 
glelehartigen Bestimroungstangenten« Ist nümlich • der Dnreh- 
schnittspunkt der Linie otjots mit der Potenzlinie^ so findet man die 
Berührungspunkte , ^2 durch die Beziehung 

So lange «lüf^ oder aß zwischen y und P' hindurchgeht, ist 
w^if", weil es dem stumpfen Winkel iP'a gegenüberliegt; e 
ist also ein finsserer Aehnlichkeitispunkt und ß liegt ausserhalb der 
Berührungspunkte, so dass die Bestimmungstangenten gleichartige 
sein müssen. Geht aß zwischen P* (oder /) und uf hindurch, 
io ist iP* > usi der Punkt c ist innerer Aehnliohkeitspnnkt, wfth» 
fend ß die rorige Lage hat, so dasS die Bestimmnngstangenten 
aagleichartige sein müssen. Der gewonnene Lehrsatz ist nun: 

Lßhrtatx T, Legt man an jeden der beiden, zn einem be- 
stimmten System gehörenden Beruhrungskreise irgend eines Strah- 
les eines festen Punktes, eine Tangente von irgend dnem Punkte 
des durch den festen Punkt bestimmten Kreises, und zwar so, 
dass diese Tangenten in Bezug auf GleichartigkiMt oder Ungleich- 
trtigkeit sich ebenso verhalten, wie die in dem Strahle vereinigten 
Tangenteo iur den zweiten Eiüscbnittspunkt des Strahles, so t>e- 
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sthnnira diese TaDgenten mit dem durch den festen Pimkl gehen- 
den Kreise Sehnen» welche Tangenten sind des sweiten BerSb 
rungskreises der im festen Punkte an den durch ihn bestifluotet 

Kreis gelegten Tangente. 

Man nenne die von einem Punkte A des durch den festen PoDict 
u bestimmten Kreises M an den ersten Berfibrungskreis ilfi des 

Strahls gelegten Tangenten und , und es sei die nach dei 
Bedingung des Lehrsatzes zu fr, gehörende dos Kreises iW^ odei 
des zweiten Berührungskreises des Strahles, G2, die zu Oj' ge 
hörende 02'? ebenso bi und h^' , und b.^ ffir eifi Paar Beruh 
rungskreise eines zweiten K^truhles u s. w. Dann werden, wenn 
der Punkt A feststeht, auch durch die anderen» der BedlnguDg 
des Satzes nicht entsprechenden Taugentenpaare «j und 0%% ^ 
und o^» hx und » bi und b^, u. s.w. Sehnen erzeugt, welche 
einen festen Berfibrungskreis haben. Denn bezeichnet man die 
Einschnittspunkte der Tangenten in den Kreis M entsprechend 
mit deutschen Buchstaben Üj, , u. s. f., so sind nach Lehr- 
satz V. iljilo , il/iV> ^1^2» ^i'^a'j ^- Tani?enten des durch 
die Tauchente in « bestiimuten Kreises, Sl^^^'» ^i^i'y ^'i^'iy ^1^/ 
aber Tani^onten des durth die Tanc^ente in A liestininiten Kreises 
nach Lehrsatz I. Betrachtet man also die Dreiecke MiÜ^^k'* 
Üiüt'ili', > ^' ^^"^ z^^i Seiten derselben Tari^ 

genten fester Kreise, also auch die dritten. 

Ich bemerke noch zum Scbluss dieses Paragraphen, dass (ii<' 
Strahlen In der obigen Beziehung Oi und ^1' und a^', bi und 
62'» bi und 62, u. s. r. ein Strabiensystem bilden, das jeden be> 
liebigen Kreis, unabhängig von dem Systeme , aus dem das Strab- 
iensystem hervorgegangen, in Sehnen schneidet, die Tangentoo 
eines zweiten Kreises sind, wenn der Mittelpunkt A dieses Strah 
lensysteros in irgend einen Punkt des Umfan^s des Kreises ge- 
legt wird. Denn die zu den Winkeln des Strahlensystems alfl 
Peripheriewinkeln gehörenden Sehnen haben unter einander imniei 
dasselbe Verhaltniss, welches aiidi der Kreis sei, und die f'C 
sammtbeit dieser Sehnen lür irgend einen Kreis ist der GesaiDiut' 
heit derselben ffir den Kreis JU &bniich. 



]. Die Ableitung der Gleichung, die sich schon in § < 
und $« & ergeben bat, ist nun, nachdem die geometriscbeo 1^ 
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tetitimgen des §. 9. vorausgef^angen, auf einfachere Art muglich. 
lan kann irgend einen besonderen Faü zu Grunde legen, z. B. 
en, dass der Au8gangs|Hinkt der hostinimt iul* n l ant^enten einer 
gemeinschaftlichen Punkte des Systems,' oder den, dass der- 
>lbe einer der in der Centrale hefindlichen Punkte des Kreises 
'ist. Zu der einfochsten Art aber führt der Znsatz zum I^chr- 
tbiV. des ▼origen Paragraphen. Die Tangente in « (Taf. V. 
g.7.), deren zweiter Beruhrungskreis t> zum Berdhrangspunlite 
it icbnelde die Potenziinie in it; 'aK liege zwiaNihen der Cen- 
lÜBieund der syemeinschaftlichen Tangente der Kreise Mi und 
senkrecht aui dieser, die Senkrechte von a auf die Potenz« 
lie sei gleich Es ist danu 

M^a^ — aK «IT — 

lei| nach der eingeführten Bezeichnung MMi^qg, MM^^q^ 
Iftsr^f ilficir|=r|, ilfiif=r gesetzt: 

♦ 

i iteht nun «n/ auf ailf » m aof «1?» »i; auf MK senkrecht» se dass 

Dr. 0(1} (X) Dr. ailSr^ 

d 

ner igt 

Ififs durcb bezeichnet, 
' Paukt * ist die Mitte von ^cc^» und es ist 

« 

tth welche Werthe die Pk^oportion flbergeht In 
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folglich 



Hm <dkaneas;t aieb leieht, daM «Beae Oeidning gilt, Mi 

an Ml und gelegten Tangenten gleichartig «pd« and4l 

bie lür uujjleicbartige Tangenten übergeht in 



n - r, V^y, _ r(V V ft) 



MKtelat des Stewart'tcheo Satm, nach welehem 
gehen die GleichaogeD (1) and (2) fiber in 

^«1- ..... ^ 

4/— _ r(n V^ + '-is V^?i) 
. ^9xj, • . . . . (« 

Diese letzteren Fornit T) muss man wählen, wenn tlio beidei 
get^ebenet) Kreise in eiueii zusainnienfallen, 92 = 9i wird, fi 
gleichartige Tdiigeuteo fällt der Kreis mit M zi 
es ist 

Für ongleicbarCige erhftit man; 



Ist fiir diesen Fall der Gleichheit von 9^ nnd ^ der Kroi4 
gegeben, so gibt es svrel Kreise Mi, deren einer die Lioitd 
in P, deren anderer die Linie «Q in Q berührt, wenn a m Ui 

her den Berfihrungspankt der gemeinschaftlichen Tangente ^ 
Kreide M und bedeutet; deun (Lt^rs. V.) uur für die Stiai 
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len ctP, aQ «fallea die beiden Beetimmiuigekreiae» welcbe die 
SCrableo des Punktes a berfibren mOssen, in einen susammeD. 

Aus den obigen Gleichuni^en (1) und ('!) iibprzeuat man sich 
auch, wenn man niclit jjeon»etrische Betrachtunurii vorzieht, das» 
die Berührungen * nhveder für all*» Ecken des dem Kreise M ein- 
geschriebenen Dreiecks ungleichartig, oder iür znei Ecken gleich- 
artig, für die dritte ungleichartig sind, indem die (iieichuogeu nur 
lo folgenden zwei Weisen neben einander i>esteben kOnnen» lent- 
weder: 

^^^^ » 

oder 

Aus den Gleichungen (1) und (o) gewinnt man durch Elimi- 
nation vort (oder ti) noch eine neue Form: 

utiii aus (2) und (4) erhSlt mau dieselbe Gleichung. 

2. Der durch diese Gleiehnngen ansgedrdckte Zosammenhaiig 
swiscben den Berilbrangskreisen der Sehnen eines Kreises DSbrt 
n einem neuen sellistlindtgen Beweise des Lehrsatzes IV« Es 
llsst sich nftmlich die allgemeine Gültigkeit der Gleichungen leicht 
dartbun, wenn dieselbe für einen einzigen besondern Fall erwie- 
aen ist. Um die Untersuchung von der Kealität oder Unmöglich- 
keit der gemeinschaftlichen Tangenten oder der Üurcbscbnitti>puiikte 
der Kreise unabhängig zu machen, wähle ich den Endpunkt G 
(Taf. IV. Fig. 8.) des in der Centrale liegenden Durchmessers GH 
des Kreises 31. Von G gehen an die Kreise Mi und die 
gleichartiii:en Tangenten GaA, Gbß; 4i "f^d /?j sind die Pro- 
jectionen der Punkte .-1 und Ii aut (J3f, Es ist dann, die Radien 
und Mittelpunkteentfernungeu wie bisher bezeichnet» und OM;=m 
gesetzt 9 



GAiGti=^GüiGjU^, 



folglich 



Wihlt nuui flir AB den hier allefn mlSMigeii Berfibfuiigsl 

Jfg, dessen Berübruoga|iUiikt zHi^cheo ^ nnd ^ Hegt, ßo ii 



Fenier ist 



folgfieh 



V2,. . O = V 28,{r+m) — 



ebenso 



Für UA und i/i^ iindet inaD 

HAiMid^BG.M^G, 

HA = ^^' 

«od •beiwo 



2 



rVacli dem ptolemäischen Satze ist 

AB.GB+AG.BB=zBG.Aü, 
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uud wenn man hier die geluadeueu VVerihe eiuseUt: 

welche Gleichung sich leicht auf die Gleichung ($) der vorige 
Ninmaer zarfickführeD lässt* Hätte man ein Paar ung;leicbartige 
Tangenten ChB nnd G(ifA' gewftblt» so wQrde man m der Glei- 

chnng (4) gelangt sein. Die Gleicbnngen der yorigen Nummer 

sind also für den Berühriingskreis einer Sehne erwiesen^ welche 
durch Tangenten entsteht, die von G ausgehen; und zwar ist zu 
htiiit'rkpii , (lass für eine durch irleichartige Tau^enteii von G ruh 
entstandene Sehne das kleiner ist, als d^s zu ungleichartigen 
Tangenten gehörende, woTon man sich angeDblicklich durch die 
GlocbangeD ilberzengt 

Es niuss nun gezeigt nerden, dass wenn die Endpunkte einer 
Urne mit G verhunden werden, die Gleichungen nicht nur 
0 AufBndung des Beruhrungsiireises der Sebne AB, aus denen 
fw GA nnd GBg sondern auch zur Auffindung eines dieser letz* 
leren ans den beiden anderen dieoen» oder dass sie überhaupt 
gültig sind, wenn nur eine £cke des Dreiecks in G Hegt 

Da von A an den Kreis ilf« noch eiue Tangente geht» ausser 
AB^ die man sieb unter AV Torstelle, so gibt es aucb ausser GB 
noch eine zweite Gl$, welche mit GA den Kreis hervorbringt. 
Der zu dieser Sebne CrB gehörende BerQbrungskreis» derjenige 
fiatudich, desseti IJerührungspunkt zwischen G und ]^ liegt, habe 
den ]\r!ttel])uiikt Hl^* ®s sei iHJll2 = <l2. l^^i ^ auf dem Bogen 
zwischen A und G lieijon inuss, so ist, übereinstimmend mit der 
Bemerkung über gleicbartige und ungleichartige Tangenten« , 

4a<99- 

Att den Gleichungen (1) und (3) 

üodet man 

od da nacb dem Stewart' sehen Satze* 
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5fi) 9^ — • 9i = ^1 • tfi i9i — 9^) » 
mi die vocige ddchoBg sieh «mfmMn iiast io 



•o,eigibt isU^h» weoo laan — q^g^ eUmioirt; 



weiche Wertbe bich ihrer Grösse gemäss so vertbeiien« dass 



4/ ryyi —73; 



Das Vorzeichen — hn Werthe von q^* v^olche« fibrigOM 
auf (I2 selbst keinen Eiaflnse hat, kommt daber, daas man von 
eher Glelchnng aasgegangen ist, in welcher 9^ > 9i war, wih* 
rend 9i<9i» eo daaa f&r und das sngehSrige die DiffeiCBi 

TiV —r^V^ f/j hlitte uiugestellt und iu t^V^ — r^V^ verwan- 
delt werden müssen. 

Naehdem nno die Gfiltigkeit der Gieichnngen (1) bis (4) fir 

Dreiecke nachgewiesen ist, die eine Ecke in G haben, fehlt nocfc 
(U r IJeweis der allgemeinen Gültigkeit. Man nehme ein beliebi- 
ges Üieitck ABC und verbinde dessen Ecken mit G uihI i\ei\k& 
eich dann die berührungskreise der sechs entstandenen bchoeD, 
deren Berührungspunkte alle zwischen den Endpunkten der Se^ 
nen liegen siögen. Der Berfifarvngskreis van GA sei üfi, fM 
GB^M^, Ten GC^M^^ ?on ÄB^M^, m AC^M^» fü 
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dieselben Durch9chnittspunkte haben, 18ß 

BC~ M^. Man hat dann mit Beracksichtiguog der Art der 

rühniag für das Dreieck CBGi 

iür das Dreieck CAG: 



folglich 



Nid ist 

(S^a — 9a) fr^ - 9i 94) — (9i — 9J (r^ — 9i9») 
9l) 949a) — («ffc— 94) fr*— 9i9a)» 

hV^+raV^^Xr^V^J^-Ti V9i-(r4V^-rj^V^)(r4V^4.r^ V9i 
= (»"ä V9i+r4 (ra V9i — 
- (^A ^^94 - V96) (ra + , 

(9«— 9i) fr*— 949a) — (9»— 94) — 9k9«) 
«frAV^94+»^4 V Ä(ra V^-f^ 

- fr* Vi94- »-4 W*) fra V^^ + n VJ^. 

Zugleich ist, wegen des Dreiecks ABGi 
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r^f fft— fB— — — , 



wfi# es Mr da» Drcieek ABC «ein 



5.11. 
berfilireB. 



iJhe Sebße des fi^reises M werie vom Kreise in D 
ktMitt, die Projectionen der Punkte A, B, D auf die Centrale 
eeie« A^, B^, 1^ ; GGi ood BB^ eeien Senkieckie toh deo End- 
^Mee fj, H des IHm^aieMm Gif aaf AB. Setie wie Ina- 
Iber Oilfssiii, Oütfsstfii, MMx = qxf MP=r9 Mii^Fi, ftracr 

Daee 
kl MuMt 
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Weil die Peripheriewinkel Über Bfi ao A und so wie die 
vba AGm B und H vua^w^ gleich eind, so hat mati folgende 
ÜaM» Dreiecke: 

BHBiCoGAGi, 

also 

UÄiUtA^BGiB^G 
u. ' s. w. 

vofus man durch Multiplication erhält: 

HAi'.üiAz^BGiiBiG, 

ml da 

B^B^GiA, 

ein Perpendikel von auf sovrobi als GjiTi hal- 

Wt, 80 ist 

HiA^= GiB^ 

woraus sich die Gleichungen ergehen: 

BiB^=2GiA^=(r'-m + x^(r+m—Xi).\ ^'^ 

^ hat ferner die Proportion 

HH^:HA=zBB^.BG, 
GGiiGB=AAiiAH, 

voraus, mit ßenutzung der Beziebuugeu, 

HA^ = //^, . GH, 
BG^=iGBt.GH, 

■ 

BBi^zsBBt.G^ 

^ihaitea wird: 
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(3) 



IM Quidde: mmr mr^, 

oder 

iJidi^ = (r — m + (r — m -|- jr^) , 
€rGt*= (r + «— ar,)(r +iii—ar^. 

Für die drei Perallelen HBi, GGi, MxD ist 
oder 

BBi.GMi^GGi.BJUi^MtD.BG, « . . (4 

üiiie Gle'u lninu, »üe als allgemein geltend l)etrachtet werden kann, 
nenn man beim Üeber^atige von JJi auf ilie andere Seite des 
l'iinktcs //, die Grösse BMi aU negativ in Rechnung bringt und 
ebtniio jedes Per[>ondikel negativ ninmt, das nach der andero 
Helte der Linie BG bin gerichtet ist: jenes ist der Fall, weoB 
man den sweiten Berilhningskreis der Linie AB betrachtet» -dif 
ses» wenn AB die Strecke CriSf schneidet Mittelst der Gieichnn- 
gun (3) erhfilt man aus (4): 

(5) _ 

frf Vi^ V {r—m >xi)i^r ~ m f^r^) +i,r— ^i) (r+w— ;ri)(r+m--^=2iTi. 

Blan bat In Ihnllcber Weise 

BBg — AAg i AB s DD^^AAt .AD, 
BUg , AD + AA^ . BD == DD^ , AB. 

Ist Au\\A^Bi, so ist 

Dr. ABacoDM^Di, 

da dio Nuitea Ueü cinon dieser Dreiecke auf denen des andern 
senl^reüUt stehen; und es verhält sich; 

AttiAB = DDj^;IJAJ^ 

oder 

AtBiiAB=si DDi : DMt , 

folglich, wenn man ADv^^f^x^* BDssV^^» AA^^yg, 
BBg^y^ seUt: 

Ti <-«i)S5 ^i^^^fi + V 2^1*1 . . (6) 

Oa 
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ABzslAD-^BD 
» \A lofolge der Gleichangen (2) : 



(7) 



— (r— m+«^(rH-i»— «i). 
andere Gleichung findet »ich docIi ane der Proportion : 

* 



Welche Zeichenänderunqen in diesen Gleichungen för beson- 

Falle nothwendig sind, ist leiclit zu sehen. Ich will nur 
noch zeigen, wie dieselben sich znm Beweise de« Lehrsatzes IV. 
ienutzen lassen. Nimmt man in Taf. IV. Fig. 9. zu den Punkten 
^ Qiiit B noch den Punkt C hinzu und denkt sich die ßerührungs- 
l^eise M2 für AC, für BC^ so, dass die Berührungspunkte 
auf den Sehnen selbst liegen, so gelten die obigen Gleichungen 
^ ACy wenn man mit den Coordinaten jts, von C» qx 

^ ^ Ti mit vertauscht, für CB^ wenn man «1» ^1 mMw^M ya, 
ohI die Constanten des Kreises Mi mit denen des Kreises 
Buscht Man findet dann aus (7) und durch Addition und 
Sobtraction : 

2 V (r — m + oTi) (r -f- f» — ;ra) 
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c • 

findet: , 

^lid wenn iaaii die&e Werthe einacder gleichsetzt uud die Pro- 
jg^iß bildet: 
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und, nachdem imu mit V — 1^ — = — diFidirt bat: 

welches die ialetchung (5) des vorigen Paragraphen ist 

$. 12. 

Die V e r liindu tigsiinieo der Berührungspunkte. 

Von einem Punkte A (Taf. V. Flg. 10.), den man sich auf 
einem Kreide M eines Systems denken mag, gehen an die Kreise 
Ml und 31.2 Tangenten ABi und AB^; man verhinde die Be- 
rührungspunkte und falle auf die Verbindungslinie die Senkrech- 
ten AA*, MiDi, JU^D^, welche letzteren heide auf den Tangen- 
ten dia Punkte Ci, C% baatinunen; dann lat 



folglich 



Nun iat 



AB^ lAA'^C^B^ i C^D^ , 
ABixAA'=^CiBiiCiih\ 

C2B2 3J2B2 



C,B,_M,B^, 

aiso, wenn man der leichteren Uebersicht wegen die Tangenten 
mit ^1 , f^^ die entstehenden Sehnen, deren Hälften BiDg, B^D§ 
sind» mit i|, ig bezeichnet: 

lg , t, — — . — , 

oder 

Alan hat aonUt den Satz: 

Lehrsatz. Gehen von den Punkten eines Kreises einos 
Sy>teui> au zwei andere Tangenten, ao werden diese letzteren 
kteiise duich die Verbindungslinien der ßerührungspunkte so ge* 
erhtiitten , dass die tiiiUtelienden Sehnen ein festes Verbältniss 
l^aben, uud zwar iat daa Varhältniaa der Seboea anaammeDgaaetat 



Digitized by Google 



dieselben Durcluchnittspvnkte haben. 



aus (ietn Verhält ni8& der Radien und dem Verhättniss der Tan- 
genten, welches letztere grieich der Quadratwurzel aus dem Po- 
tenzenverhaltniss, oder aus i\pm \>rhätftii9s der £otf<9ffDaDgeii der 
Mittelpunkte von dem des ersten Kreises ist. 

Hierxo fiige ich uoch deo 

Lrhrsttiz. Alle iieraden, welche zwei Kreise unter einem 
festen k5ehnenverhä!tniss schneiden, sind Tangenten eines Kec^el- 
Schnitts, der iHf» {remeinscharflirh« n Tanirenten der Kreise be- 
riihrt: und umgekehrt, die l angenten eines die srenjeinschaltücben 
Tangenten zweier Kreise berührenden K^elschnitts schneiden die 
Kreise so, daas die entstehenden Sehnen ein beatimnites Ver- 
hältniss haben und die in den Durchschnittspunkten an die Kreis« 
gelegten Tans^enten sich auf einem Kreise des» durch die heidw 
gfgebeoen bestimmten > Systeme schneiden. 

£s ist zuerst klar, dass die Durchschnittspunkte der inneren 
gemeinschaftlichen Tangenten mit den Susseren auf einem Kreise 

liegen, welcher die Verhindungslinie lUiM^ der beiden Mittel- 
ponkte zum Durchmesser hat. Denn sind E, F, E' , F' diese 
Punkte, so dass Ljy , FE* die inneren ♦jemeinsclialUichen Tan- 
genten sind, so wird diir< Ii die (icrado M.j^F z. B. dereine, durch 
MiF der andere der beiden Nebenwinkel halhirt, welche durch 
das Zus.immentrefferj der inneren Tangente FF' mit der äusseren 
£F, tiiu i^mkte 1 r titstehen, und es steifen daher J/^F und MiF 
aut einander senkrecht, woraus die Lage des Punktes F^ sowie 
der anderen genannten Punkte, auf dem bezeichneten Kreise folgt. 
l)ie von den Endpunkten des Durchmessers, M^unA auf die 
Sohne FE gefällten Per[iendikel, oder die Radien rj, ti, sind, wenn 
die Ponkte, iu denen FE' und EF* die Centrale M^M^ schnei- 
den, oder, was dasselbe ist, die Fusspunkte der auf diese geföll* 
ten Senkrechten mit P und Q bezeichnet irerdeo (in früheren 
Paragraphen P und mittleren Proportionalen swischM 

^s'^und M^Q, MiP und MxQ^ was im vorigen Paragraphen 
bewiesen ist. Man hat also 

Ti^^M^P.M^Q. 

Ist eine Senkrechte auf M.2^Mi bis zum Einschnitt in die 
Gerade b\b^, die FE' und EF' in H und G trifft, so hat man 
(der Gleichung (4) des vorigen Paragraphen gemSss): 

Mi^i,P0i-PG. m^Q «= QH. M^P. 

^ ist, da M^i auf QP, M^D^ auf HG senkrecht steht: 

M^iM^D^^GUiPQ, 

14* 
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Qmidät: L eber MreUe^ 

• * 
folgffcfa, wem warn .V*^*, den R«di«s des mn Jf^ hmAkt 

benen Berährangskret^s der Linie ßgB^t mit und ehem 

MgDg mit ^ bexeiciioet, 

Qj . GB= QH. X^P^ PC . Hr^Q 

and ebenso 

Fär die halben Seimen B^i^^ aud i>i'^i bat man 

inid wenn man fiSr rj, p2> > tüe germidMie« Ansdrdcke in A» 
wendong bringt: 

Gm.BtiK^Gm. \$^Gin. M^P, Sf.Q-{QB.M^P~^PG.!aM 
also flir da0 SebnenverhSlin?««: 

Es ist aber 

Gin = W^« + {QB PO«, 

cr^sP. /ff, 0+ il/aQ . ü/, P— Ä4P. iVi P^M^Q.MiQ 

^JU^P.JU^Q—^V MoP> jMiQ JJ^Q. y'P^ja^Q.MiP 
^M^P.M^P-^^ V itf^P. iW| P. M^Q.M^ e- i»40 . AfiQ 

wad da 

VÄtp:ÄiP=P£. 

ao ifit 

P<p= (^la^P.MiQ ~ VM^Q.M^Pf^-^iPE - <JF)* 
CiP=(Vli«P. Äff JU^Q.ÄiiP)^^ iQB-PG)^(PE-^ 

^(QF-^QB--PE--PG)(QF^ QH^PE-i-PG) 

«sd 
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dieselben DurcäuAniUtpUHhte ^aben. 



^M^P.M^Q.{HE' - GV) {HF" G£) 

— JJ.P. jU^Q . (HE' - GF') (HF-^E), 
ii Umiicfaer Weise; 



GH 2 . P.M^Q=^ (MiQ. PE — jV^ P . QFf 
-^Bi^P.MtQ^iBFf-^GF') (HF^ GE). 

Vaeinigt man die ersten Glieder dieser Ausdrücke mit den swei* 

lenim Zähler und iNenner des Ausdrucke für -«> sa kommt: 
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siebt , dass das Sehnenverhältniss der Kreise iV, aad 
'Jfft Too dem VerbältnUs der Producte HE' HF nnd GE.GF' 
oder VOD dem Verhältni^s der Potenzen der Rankte M und G ia 
Bezog aaf den Kreis, der JUiM^ zunn Durchmesser hat» abbingl, 
ond das eine dieser Verhältnisse nnyerSndert bleibt, so lange du 
andere seinen Werth behilt. 

Der BevreU, das» die Tangenten eines Kegelschnitts, der 
EE', FF', £F, E'F' berührt^ die Kreise J/| and unter dem- 
selben Sehnen vprhfiltniss schneiden» bat nun keine Schwierigkeit 
mehr. Dur^h die Tangrente B^B^, welche E'F' in a' , EFati 
schoeSde» ist der Kegelschnitt bestimmt, und schneidet eine as* 
dere Taagente desselben E'F' in 1^% EF in so muss: 

a^/ bJE' _ aE bE 
VF' • t>'F' ~ aF ' PF ' 

a'E' , aE ^E' , 
aF''aF'~b'F''w* 

oder es mtss der Ansdrock 

a'E' . aE 
a'F' ' ÖF 

eoDStant sein. Es ist aber 

c'E' HE' 
S'ir" - HF' • 

s£_ GE 
oF-^HF' 

a'E' aE _ HE' . JJF 
a'F 'aF" GF'.GE* 

HE\HF 

and durch das Verhältniss v^ct/ ' #^rf» ist das SehneoTeribftltniss der 
Kreise und Mi bestimmt. 
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EHementare BestimiDuiig des Inhalts der Fässer. 

'Von 

dem Herausgeber« 



£iDleituDg. 

Im Archiv. Tbl. XX. Nr. XVII. S.301. habe klt eine Ab- 
iMiidlaDg: „Ueber den Inhalt der FSsser" geliefert. In wel» 
cber ich mittelst der Integralrecfaniing die genaue Ferroel ser Be* 
ctintmung des Inhalts der' Fässer entwickelt und aus derselben 
fiir die Praxis zu cckmästiige ISafierungsformeln, insbesondere auch 
die berühmte Lambert'sche Fassregel, abgeleitet, zugleich 
aber auch auf die Verbesserungen hingeuiesen habe, deren die 
letztere Kegel noch bedürffi«» sein niöchte. Wegen der uncreinei- 
nen praktischen Wichtigkeit der Lam bert'schen F a s s r e g e l 
habe ich mich, im Interesse des stereometrischen Elementar - Un- 
terrichts, neuerlichst viellach bemüht, eirie möglichst einfache ele- 
mentare Entu'ickelung dieser wichtigen Regel zu finden. Je frucbt« 
loser meine in dieser Beziehung angestellten Versuche anlanglicb 
waren: de«to angenehmer wurde ich überrascht, als es mir ganz 
vor Kurzem gelang» eine Entvriekelung niebt bloss der in Rede . 
•tebenden Regel, sondern selbst anch ihrer notb wendigen Ve?^ 
bessemng, an finden, welche ich fiSr so nngemeln einfach, ele* 
gant nnd allgemein instructiv hatte, dass ich keinen Anstand 
Mhne, dieselbe an d;>r allgemeinen Aufnahme in den stereome- 
bischen Elementar- Unterricht dringend zu empfehlen, ganz top- 
sOglicb und vor allen Dingen auf eine mehr praktische Richtung 
'•rfolgenden Lehranstalten, also auf allen sogenannten höheren 
Bürgerschulen, Realschulen, Gewerbeschulen, u. s. w. Auch leugne 
Wiaicht, das» mir die ganz znOiHige Auffindung dieser Darstel» 
^gäweiae, ao einfach die jSache auch an sich ist, eben deshalb 



Srmmtri: 



vide Freude genacfct bat» und das« ich aebr wÜMmAm, dareh 
eelbe Etwas sor VervolUtandigaug eod Verbesserung des steie» 

metrUcben, und somit des ceometriscben Unterrichts überhaupt 
auf den eenannten Lebran«>44iiiea l-eizatrageii. IMöffe dieser 
iesiiclii^ l>ei v<tiri? strenger t Ii coretiscii e r Grundlage 
immer m^:h: uwl luebr eine Richtung auf das wirk^cb praktisfi 
Aonendbare nehmen, und die Kräfte der Scbuter nicht durch ei« 
Menge ofl ziemlich oniiutzer» wenn auch rein wissenschaftlicll 
ireileo keioesirees iiniiiteretfsanlery geometrischer 2Sätxe uod 8i» 
eheo, end meist eben so iinnGtier freometrischer Constntcliiic% 
die Jeder, xrtt nur etwas mathematischen freist besitxt, sicbMdl 
fai nnend lieber Menge ausdenken bann, tersplitfern und eniiuiieü! 
Möge man .'^icli \ er-;i(;hert halten, das* aui dein erüteren \Ve!»e, — i» 
m er, v\ a> h-h nicht genus wiederholen kann, hei grTiss te r Streiij^s 
der VA i s > e fi 5 c hafH i »j h e ij I> ar? t 1 1 u ng, und u n u n t e r b röche* 
ner« vorzugsweise aut das Praktische gerichteter (Je* 
hung io der Auflösung recht vieler dahin zi e I ender Auf 
gaben, — die Stählung der geistigen Kraft, im Ailgemeinea dii 
ächtige Vorhereitang fiir den Isdnftigen praktischen Beruf, die Erbük' 
oDg des Interesses an der reinen Wissenschaft ü.s.fr. im AUgemciMf 
sicherer nnd schneller erreicht ond erzielt wird, als auf dem letztcrei 
ivelfficr nur zu leicfit Lrmüdunü und Ueberdruss, iiainentlicli hei tüchti- 
r<*Ti praktisohfMi rs.ituicü, h*'rLciiührt. Nur erst, wenn man allgemei: 
den orstereri Weg zu !>elr(^teri sich entst liüosst , wird auf unsere: 
ßeai- und höheren Bürgerschulen der mathematische üntenridt 
wahrhafte Früchte tragen; aber freilich gehören dazu auch seb 
tffchtige Lehrer, ireil gewiss nur der Lehrer, welcher selbst durcboxi 
durch Mathematiker ist, fruchtreicbe, geistig anregende praktbcheAi- 
wendungen zu machen und zn denselben seine Schüler sicher n 
führen fabig ist; und ausserdem ist, wenn der in Redb steheode 
Weg glücklit !i Letreten wer len -<oll , juknlalls t uie tlieilu ei>e Ix 
gestaltiint' der Wisseruscliaft !ii»thig, indcai dic^elbi? am wcriisjie" 
in fl^i \\ oi- \vi sie in den Ijchrbncht r[i mancher unserer geuiifü 
, ücheiJ mathematischen Pädagogen dargestellt zu werden f^^-' 
ZU dem In Hede stehenden Zwecke etnas taugt. Ich werde ra\A 
sehr frjiuen, wenn die folgende Darstellung, der mau gewiss niä 
den geringsten Mangel an vollkommener ivissenschaftlicher Strwff 
vorwerfen können wird, wenn man nur nicht ubersieht, dass Ii 
gewonnenen stereometrisehen Formeln dnrchans nur Näheruni^ 
formtdn sirid und sein sollen und auf ciu audere^ Prädicat g«^ 



Die genaue Formel, die nur mitteUt der lotegralrechauBg cd»^ 
tea werden kann , in der Frazie aber auch gar nicht gebraecht 
a. 0. Anhiv. Tbl. XX. S. 807« 
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keinen Annprach machen kOnnen« Als ein dankeaewerther Beitrag 
SB der in Rede stehenden wiasenachafUicben Umgestaltung erkannt 
werden sollte. 

Hierbei mnss fch mir ndch die folgende Bemerkung erlauben. 
Herr Pro feseor - Koppe bat In seiner Sobrift : ,,Ein neoerLehr« 
sats der Stereometrie. Essen. 1843. 8. 34.'* na«h seiner 
Meinung eine elementare Entwickelung der Lambert*seben 

Formel — denn diese njeirit er doch wofcl? und von einer andern 
kann iit der That auch bei der jetzigen J^ai^e der Sache gar keine 
Rede sein — zur iiihalts*ljetc( hüunir der Faj-ser gegeben, und sagt 
in der Vorrede: „Was endlich noch den Anhang über die Aus- 
ines*«nnc^ der Fässer anlans^t, so ist es nur beim Vortraije der 
Stereometrie immer oirte Lücke erscliienen , dass ich nicht im 
•Stande war, meinen 6chüLcrn eine auf elementarem Wege abzu- 
leitende Anweisung über die Inbaltsbercchnung dieser Körpergat- 
tung mitzutheilen, welclie so vielfache Anwendung findet. Viel- ' 
leicht haben andere Lehrer das oändiche Bedürfniss gefubit, und 
80 wird denselben der Anhang, welcher sich durch Einfachheit des 
Resnitafs sowohl» als der Ableitung für den Schulunterricht 
empfiehlt« eine willkommene Zugabe sein.'' Hiergegen ist nun 
aber zu bemerken, dass Herr Koppe das Fass durch Umdrehung 
einer halben Ellipse, oder vielmehr eines yiereckigen Theils der« 
selben, um die Hauptaxe der Ellipse entstehen lässt, wie stach 
ich beispielsweise in meiner Abhandlung über den Inhalt der 
Fasser im Archiv. Tbl. XX. S. 315. gethan habe; und unter 
dieser Voraussetzung lässt sich allerdings auf verschiedene 
Arten der Inhalt des Fasses ganz genau aut elementarem Wege 
bestimmen. Dieses Koppe 'sehe Fass ist aber gar nicht das 
Lambert'scbe Fass, welches so entsteht, wie ich gleich nach- 
her zeigen werde; und das, worauf es bei die^^cm Gei^enütantle 
lediglich ankommt, ist eben die Inhaltsliestimnumg des Lam* 
bert'schen Fasses, auf %vclches die von Herrn Koppe gebrauchte 
Methode oder eine ahnliche gar oicht anwendbar ist, weshalb 
ich auch die von Herrn Koppe angegebene elementare Ale» 
thode, insofern es sich, was ja doch Iiier der F'ali ist, um die 
, Inhaltsbestimmung der Fässer su praktischem Gebrauche handelt, 
zu der Aufnahme in den stereonietrischen Elementar -Unterricht 
nicht empfehlen kann, weil ein solcher Korper wie Ae^iyoiii 
Herrn Koppei betrachtete, bei der jetzigen Lage der 
Sache» ein Fass gar nicht genannt wird. 



•N 
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Erklärung. 

W«DD (Tftf. V. Fig. 1«) AßCD eio Rechteck md Cßi» «in dmck 
die PanlLte C und. iieflcfariebeeer, gegen AB und CD eeneem 
Kreisbogee iat» dejuen Mittelpaalct eise in der anf der Unle AB 

in Ihrer Mitte M senkrecht stehenden Linie EE' lie^; so heissi 
der iiuich Umdrehung der Figur ACEDß um AB entstandeoe 
KHrper ein Fass. Die Linien CC und fiO' heissen die Ba- 
dendurcbmesser, EE' heisst der Spun d durchmesser cdtl 
die iSpaodUefe» AB neoot man die Udbe dee Famm. 



Ar ahme tischer Uüi j Hätz. 

Wenn und positive ganze Zahlen beseichDeBt i 
eo nähert eich der Brach 

wenn meny lodeni m üngefindert bleibt« n In*« Unend- 
liche wachsen lässt, dem Bruche 



m-f 1 



ele eeiner GrSnee immer mehr and mehr« und Icann der« 
eelbee beliebig nahe gebracht werden« wenn man nar 
II greea genug nimmt. 

Beweis. 

Weil» wie iiKirt sieb leicht durch Muitipiicatiüü mit a — ö aui 
beiden Seiten überzeugen iiann« 

int, ao iat 



= (n + !)"• + (n+ l)»»-iw + (n + l)«-«n»-f .... + (n + J)n«-H«"'. 
alae effenbar« wenn nor m>0 iat: 
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(« + — >(m + 1) . » 

(« + J)«+i— »«+i<(iii+l).(ji+l)«; ' 

oder: 

(m-t- 1) .n"* < — < (m -1-1) . (»-H)»; 

fidlificb» indem man för » nach und oach 0» 1» 2, 3,«...ii aetit: 

(m -I- 1) -0" < 1"^— 0"+^ < (j» + 1) . 1~, 

(m + 1) . 1« < 2«+^ — l'^+i < (i» + 1) ♦ 2» , 
(m + 1) : 2"» < 3^" fi — 2^ii < (m + 1) . 3"«, 
(m + 1) • 3»» < 4Kf » - 3^1 < (m + 1) . 4" , 

(m + 1) . n» < (w + i>"»+^ — w^+i < (m + 1) . (»+!)"•• . 

Addirt man nuu auf beideo Seiten und hebt auf, waa aidi 
iAfibea VmU io erhält mao: 

(m+ 1) 11« + 2"» + 3« + .... + »!«•)<(« 4- ly»^^, 

(m + 1) { 1™ + 2"» + 3«+....+ (n+l)'»|>(«+l)«+i; 



l«-4.2«-».3»+_-4-(»+l)«> ^ ; 
wesn man in der tweiteii Relation n— 1 fär » aetzt: 

ima iuM Mf beiden Seiten mit dividirt: 

: 5=P ''^ Sf+lt^+S^^ • 

l»+ 2"+3-+....-fr i»*^ 1 

^ 

''iiier i«t der finich : • ö 
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iminar iwisclieii 

\ I and --, , (1 I 

€ütliiiiteü, uaii da bicli nun 

(1+1)-+^ de«. Bruch. 

bb ni jedem beliebii;e& Grade nähert» «renn n in*« Cnendüebi 
wichst t 9o ii&bert sich offenbar am so mehr a«cb der Bmcb 

^"+*"+*"+-:±=::i dem Bruche » 



bis zu jedem beliebigen Grade, wenn n in's Uneodiicbe wicii4 
wie beiriesen werden üoUte. 

Fffr m^O ist 

* 

lm-|.2'"-t-:i^-f .... -f n»» « , 1 

und der Satz, gilt also» wenigstens in gewisser Qacksicfat» andi 
noch in diesem Falle. 



III. 

Aufgabe- 
Eine Näberongsformel fSr den Inhalt eines FasMi 

Auflösung. 

Man beseichne die Hube des Passes durch den Halbmes- 
ser am Spund dnrcb Rf den Halbmesser am Boden durch r. b 

Taf. V. Fig. 2. sei O der Mittelpunkt de« Kreisbogens CED und 
OM=:n. Steht mm uf AB in F smi recht, so sei j\IF=-i 

und F(w Zieht niait (jC und fallt von U auf das verlaogtfl' 

GG' ein ir^erpeudÜiei Oi^» so ist 

eise offenbar: 

ÜDlgUeh, wüiii MB «ssA, also f ssr aetit: 
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Aul den beiden voratebeiiden Gleichungen erhSIt man leicht. 

.T» = 2« (Ä vy) + <Ä»-y«) . 

(Ä - r) o;« = 2« ( ß - r) (ß -3^) f ( Ä - r) (Ä^ -.^«) . 

folglifili dorch Subtr^ctioD: 

(ß— r)«a— (Ä— y)*? 
= (Ä -r) - (ß -y) (««-r«) 

= (fi-r) (Ä (Ä +,) - (ß _ r) (Ä-y) (Ä + r), 

«In 

(ß-r)a;a-(fi-y)**=(Ä-r)(Ä-yJ(y-r). 
'Von Ut aber ^ r» also 

wdy^ß, also 

WO die oberen Zeichen» nftmlich die Gieicbheitsaeicheii» sollesbar 
Bkbt beide zu gleicher Zeit stattfinden können. Also ist offen» 
W immer 

(Ä-r)(Ä-3()(y~r)<(Ä-r)», . 
fo^leh nach dem Obigen 

(Ä-r)iea-^(Ä-y)Äa<(Ä^r)». 
wenn man mit auf beiden Seiten dividirt: 

^(iy--?öy<(^ß-)'- 

fiei jedem in der Wirklichkeit vorkommenden Fasse ist nnn immer 
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ein der Null sehr nabe kommender Bruche und gegen diese sehr 
kleine Giüsse ist 

72— r^'» 



eine sehr kleine GrOsse von der dritten Ordnung; abo kann nat 
nach dem Obigen mit sebi^ grosser Annäherung 

R KBJ " R \rJ 

folgtteb auch 

aetaen; aus welcher Gleichung 

* 

abo 

y««i«*-2Ä(Ä-r) J + (ll-r)«g 
folgt» natürlich mit nur annähernder Richtigkeit. Setst man aber 



•o ist 



n 



Setat man jetzt, indem man sich die halbe Hübe h des 
Fasses in n gleiche Theile getheilt, und In hinreichend bekannter 

^eise in das halbe Fass n Cylinder von der gemeinschartlicheo 
h 

Hobe - beschrieben denkt» Air m nach und nach 1» 2» 3, 4*....a; 

SO ist das halbe Fass offenbar die Gränze» welcher die Summe 
dieser n Cylinder» nämlich 

K>-2Ä(Ä-r) 5+ (Ä-r)«^) J 
+«lJP-2«(Ji-r)p + (li-r)» ^ l 
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Mk nibert» wmm n in's ÜDendlicbe wSehst Vorstehende Smnine 
ist Aber 

^iB^-mR-r) lH2»-^y^■••+"V (fi,,,.lHgW::±!!, 

Qod da nuD nach II. die Gränzen« denen die Brüche 

P + 22 + 32-f-.... + n2 , l* + 24 + 34 + ....-|.j|» 
A und a 

1 1 

lieb nähern, vreoo n io's Unendliche wächst^ re«»)>ective g uodj 
•iod"*), so ist Dach dem Obigen der Inhalt des halben Fasses: 



od«r 



jr*tJ?«^|Ä(/e-r) + ä(/2-r)« + J(Ä~r)«-J(Ä-r)«j 



oder 



*) Weit bekanntlich auf rerachiedepe Arten leiclit die folgend«« 
Sammen gefanden werden könnent 

l«+2« + 3«+...-|-««=i||»+l||"+i«. 



«0 ht 



■ i » 
< 1 < ; 



«•rann gleiclifalU auf der Stelie folgt ^ daee die beiden Bsäciie 



l«4-2- + 3^ + ....+ «« ■ l* + 2* + 3* + ...,-|-/l* 

•idi, wenn n in'« Unendliche wichet, resuective den Grinsen - und 

3 5 

nähern. Der allgemeine Satz II. ist aber an tidi sehr vichtigp und, wie 
^ir gesehen haben, leicht zu bciveisen. Wer aber die AnyepdQag der 
obigen Summationen vorziehen möchte, kann dann bei der obigen In* 
itaUebeetiaiBiQng der Fieecr doi Sata |l» gans entbehren. 
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AUo ist der Inhalt des gaozeo Fatises: 

was den folgendeo Satz giebt: 

Der Inhalt eines Fasses wird erbalien, wenn man 
zu I des Cylinders, welcher die Spvndtiefe zum Diireb» 

nit's.ser u n d d i e H üh e d es Fass c s z u r IJ ü h e h at , J des 
Cyünders, welcher d e n B o d en durc h m e ss e r z»im Durch- 
nipsspr und die Höhe des Fasses zur Ilülio hat, addirt, 
und von der »Summe rs des Cylinders, weicher den Un- 
terschied zwischen der Spundtiefe und dem Bodeo* 
durchmesser zum Durchmesser und die iluhe des Fai- ' 
«es zur Höhe hat, subtrahirt *)» 

Vernachlässigt man das immer nur sehr Ideioe Glied 
se erhält man für den Fassinbai t die Formel 

was die folgende berühmte Lambert* sehe Fassregel giebt: 

Der Inhalt eines Fasses wird erhalten; wenn man 
zu { des Cylinders» welcher die Spandtiefe zum Durch«! 
messer und die H5he des Fasses zur Hübe bat» i desi 
Cylinders» welcher den Bodendurebmesser zum Durch* 
messer und die Hohe des Fasses zur Hobe bat, addirt**). 

Diese Regel ist einfacher» aber nicht so genau wie die vor 
hergehende. 

Auf die vorhcrcrehende Weise lässt sich, glaube ich, die 
ganze Lehre von der Berechnung des Itihalts der Fässer, so weit 
dieselbe irgend für die Praxis von Wichtigkeit ist, cranz einfach! 
völlig elementar erledigen» und dürfte nach meiner Meinung wobll 
verdienen» in den stereometrischen Elementar-Unterricbt allgemeisj 
eingeführt zu werden» namentlich auf den oben nähe? beieiclmeH 
ten Lehranstalten. 

' *) N. «. Archiv. Tbl. S. 813. > 
M. «. a. s, O. S. 802. 
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lieber die Tangentenboussole. 

Von 

Herrn Doctor Jl'ddenkamp^ 
Oberlehrer am G;y'iuHasiuii] zu Ha in in. 



Zur Erforschung der Wirkungsgesetze gakanisclier Etectricl- 
tit sind die Galvanometer gann uoentbebriicbe physikalische In> 

sfrumente geworden, von denen sich auch bereits eine ziemliche 
Auswahl unter verschiedenen iNamen in den lliitiden der 14ijsiker 
befindet. Die sof^enannten , vonPouiilet zuerst construirten Tan- 
geuteuboussolen lirrnjicn wohl zu denjeniijen Messinstrumenten 
galvanischer Kräfte gerechnet wertlen, die, in der Construction am 
einfachsten, in der Anwendung die sichersten iiesultate hieben 
können, wenn sie mit der nüthigen Vorsicht gebraucht u erden, 
Aoeh ist es ein wesentlicher Vortheil, dass sie wohlfeil sind« 
Eine genaue Kenntniss der Bedingungen, unter welchen diese 
ln8ti:aniente nur richtige Resultate geben können, ist für den Ex- 
perimentator ganz unerlässlich. Damit bei diesen Instrumenten 
die Kraft des durch den electrisehen Kreisring gehenden lioeSren 
Stroms der Tangente der Ablenkung vom magnetischen Meridiaa 
pro|>ortional ' sei , — wenn dieser Ring selbst ein magnetischer 
Meridiaa ist und senkrecht auf der horizontalen Nadel angenommen 
wird 9 — gilt als wesentliche Bedingung, dass die Lfinge der Nadel 
ha Verb&ftniss za den Dimensionen des Ringes seltr Idein sei. 
Dadareb wird nan gerade die Genauigkeit der Messungen, welche 
einen grösseren eingetheilten Kreis für die Nadel erfordert, be- 
eintrilchtigt. Man versieht allerdings, um diesem üebe!s{and ab- 
zuhelfen, noch die Nadel mit einem ihr gonau parallelen längeren 
Streifen, damit an einem grösseren Kreise kleinere Theilungen 
abgelesen werden können. Mao gibt» wenn ich nicht ine« als 

ThsIlXUn. 15 
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Regel an« dass die LSnge der Nadel nicht den vierten Theil d« 
Durchmessers des Kreisringes überschreiten dürfe, ohne irgendwo 
für eine solche Länge den auf die Wirkungsgesetze sich stützen- 
den Grund angegeben zu sehen. Da ich bei meiner Tangenten- 
boussole Zweifel über die Proportionalität des Stroms nach der 
Tangeute des Ablenkunjgswinkels erheben niusste, so habe \^ 
um eine mathematische Aufklärung Ober diesen Punkt zu erlangen, I 
Veranlassung genttmmen, eine Untersuchung darüber anzustelleo, I 
wie die Ablenkung der Nadel für jede beliebige Länge derselben I 
sei. Da eine solche Untersuchung auch noch wohl mathematiscbM I 
Interesse hat, so theile ich sie hier mit. Ich habe schon in I 
14. Bande S. 204. dieses Journals untersucht, welche Wirkang I 
ein durch einen Kreis- oder elliptischen Ring gehender lineänr 1 
Strom auf ein in der Ebene des Ringes liegendes magneti^cbei I 
Theilchen ausübt Die folgenden mathematischen Betrachtaoga I 
sind als Erweiterungen der dort angestellten zu betrachten. I 

L I 

La Place bat aus den von Savart und Biot angestelltes 1 
Versuchen gefunden, dass die von einem lioeh'ren StromelemeDlt I 
auf ein magnetisches Theilchen ausgeübte ^ irkun^ dem iimge 1 
kehrten Verhältniss des Quadrats der Entfernung und dem Sinn 1 
des Winkels proportional sei, welchen das Stromelenient mit der 1 
dieses Element und das magnetische Theilchen verbindenden g«- 1 
raden Linie macht, dass aber die Richtung dieser Kraft auf dir 1 
durch die Schenkel dieses Winkels gelegten Ehene senkrecht «ei I 
Um dieses Gesetz hier auf die Tangentenboussole anwenden n 1 
können, denken wir uns die magnetischen Kn-ifte der durch iV5 1 
zu bezeichnenden Nadel dieses Apparats an den beiden Polei I 
vereinigt und bezeichnen die Intensität des Nordpols N der Nadel 1 
durch ft, die des Sudpols iS durch fi', die Entfernungen der Pole I 
N und S von dem Elemente ds des Stromes r und r| , die Wii- 1 
kel, die ds mit r und bildet, durch u und ti' j und endlich die I 
Cosinusse der Winkel, die das Loth auf der durch ds und r g^ \\ 
legten Ebene mit den Coordinatenaxen macht, durch r, v', 0*1 Ii 
und ebenso die Cosinusse der Winkel, die das Loth auf der durck ■ 
hi und Ti gelegten Ebene mit denselben Axen bildet, durch ff» 1 
fo' , uf. Die Intensität des Stroms werde durch t bezeicboet I 
Durch diese Bezeichnungen können wir nach dem eben au8^ Ii 
«procfaenen Gesetze die Wirkungen, die der durch den Kreisring I 
gehende electrische Strom auf N und i$ ausübt, nach den drei | 
Coordinaten zerlegt» leicht aasdrAcken. 
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Die dor«h JT, F, Z beceleliiieten Wirkungen anf den Pol N 

werdeo so ausgedrückt : 

— . Pds sinw 

_ . /^ ai sin« ^ 
le dnreb X^y beselcboeten WhrkiiDgen auf den Pol 5 •! 



7 f^S''''^l ^ 



Nennen wir die Cosinusse der Winkel, die das Element des 
iftlongsdraths d$ mit den Coordinatenaxen macht, |, 77, f, und 
rlcnsn mT^ijen durch 5', 77', die Cosinusse dtr Winkel, die r 
mit den Coordinatenaxen macht, hezeichnet werden; dann eiiilUt 
MB nur BesUmmaog voo v" folgende Gleichungen: 

r « 

e* + =1. 
Ali diesen Gieicbungen erhält mau leicht« 

V sinM = Ji/' — 71^', 

e'slnii=a'-rf, 

i,*«nw=ri^-.y$. 

I^urch diese Gleichuugeo werden die obigen Gleichungen (1) fol- 
gende; 



0 Y=>fif^ 



K ' 
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Für die Gleichuni»en (2), welche die Wirkunj^en des Stroms 
auf den Pol S ausdrücken, erhält man in ähnlicher Weise, wenn 
die Co$inii8se der Winkel, die mit den Coordinatenaxen bildet, 
durch Ii 9 ti bezeichnet werden: 





^i=?f*'» J 








- Ii?) 3* 


■ 




— i/iÖS» 




iL 





Wir wollen jetzt untersuchen» bei welcher Stellung der Nadel 
die Stroinkraft und der Erdmagnetismus bei einer gleichzeitigen 
Einwirkung sich gegenseitig das Gleichgewicht halten. Wir wol- 
len die Wirkungen des Erdmagnetismus auf die Pole N und <S 
der Nadel» nach den Coordinaten zerlegt, durch 21^» Y^, und 
Xsf Fg» Zs bezeichnen. Die Coordinaten der Angriffspunkte sind 
alsdann die Coordinaten von N und S, die wir durch aßy und 
^ißi7i i'ezeichnen. Man hat bekanntlich dann als Bedingung des 
Gleichgewichts die beiden folgenden Gleichungen: 

Aus diesen Gleichungen lässtsich die Lage deriNadel bestimmen. 
Man kann ihnen dadurch eine einfachere Form gehen, dass man 
den Mittelpunkt der Coordinaten in den Drehpunkt der Nadel 
▼erlegt. Dann ist nSmlich «1:=: — «» ßi^^ß, y, und da* 

durch geben die Torhergehenden Gleichungen in diese über: 

® ( F - Fl - ( Fs - FJ) y = (Z - - (Z3 ~ Z^) ß. 

■ 

Durch eine schickliche Wahl der Coordinaten -Eb^en lassen 
sich auch diese Formeln noch vereinfachen. Es sei die Ebene 
der a: und 1/ der magnetische Meridian, die der x und r der Ho- 
rizont, so dass an dem im magnetischen Meridiane liegenden 
Kreisringe der Tangentenhoussole die Axe der ^ dem liorizonta" 
len Durchmesser dieses Ringes parallel wird und die Axe der : 
durch den Mittelpunkt desselben geht und darauf senkrecht tat. 
Setaen virlr die horÜBontale magnetische Kraft der Erde = Jf und 
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Imnb die Indioatipo vnlberaekiichtigt, daDn wird, da fis— i»' 

togeDommeu iat: 

i;=^ilf, Fa«0. F,s=0; 

Dadurch erhSit endlich die Gleichung, welche die Lage der horl- 

lontalen Nadel unter der £inwirkun<r des Erdmagnetismus und 
des Stroms bestimmt, die einfache Form : 

da, wenD die Abtreicboog der Nadel Tom inagoetiaclieD Marl- 

Imriit: 

El bleibt nun noch übrig, Ä, Ä^, Z, Z^ zu bestimmeD. 



m 

Seien die Cooidinaten de« Elements di des Kreisringes |f* s 
■d setien wir : 

d?=6cos9, 

^=6sin97; 

dann ist bei der oben angenommenen Lage des Coordinatensystems : 



ndz= einer Constanten; b bedeutet den Halbmesser des Rin- 
gft. Fdr die obigen Wertbe von r, r^, i, i}, ||, iji* & 
ftif', erhält man: 

r^:= (a-;r)2 + (/S-a,)^' + (i-y)« , r^'^^ + (y-jS,)^ + (i-y^ A 
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T 

{x — tt) C08 y -f (y — /?) sin y . 
— «||=5s » 



— sib= 1 » 



(7) 



Diese Wertbe in die obigeo GieicbuQgeo (1) und (2) gesetzt« «rb&lt 
man: 

j2 — jitt6^ — « cos /? sin y) 8^ . 

Um die ganze Wirkung des Rinires auf die Nadel zu erhal- 
ten» müssen diese Integrale von y=:0 bis y = 27c genommen wer- 
den. Die vorhergehenden Formeln gelten Hir jedB I^ge der Nadel 
gegen den Kreisring. Bei der Tangentenboossole soll der Mittel- 
punkt der Nadel mit dem Mittelpunkte des Ringes susammeurallent 
und flir diesen Fall wollen wir auch nnr, um eine grossere Coia» 
plication xa Termeiden, die Werthe von Z, berechoen« 

Eis ist bei dieser Voraussetzuni; 



f^=zi^ + a^ + ^ — 26«ccosy; 

und wenn wir 

c« = (6 + a)* i-y*. ^*=-3^ 

c 
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letzen, wird: 
iQähttiich«r Weise: 

Mardi werden die Formeln (7) folgende: 

o 

2j*t6 /** (6-fttco8 2T/;)a» 



fii6 P (6 -f- ^ y) 



Die hier vorkommenden Integrale lassen sich auf elliptUciie 
»terund zweiter GaUung zurückführen, da bekanntlich 



n 



Aus den vorhergehenden Gleichungen erhält man: 



4fit6y /*^ co82t^8t|; 



o 
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dicMWerthe ia die GImIrid^ (6), m ctMt mm. 
die InlbeLäns^e der Nadel dnrcli IbcseichBet, folgeada: 

nMm mscb, de 7=lelnv eed a=leesv ist» ee sdMben kam: 

Man sieht aas dieser Gleichun*;, dass im AUgemeioeo für 
jede Länge der Nadel die Stromkraft / keinesn-egs der Tangente 
der Ablenkung v proportioDal ist uod zur Bcstlmman^ von t aosv 
eioe ziemlich weitiäafige Reelmiuig erfordeiiieli ist. Nur bei erster 
Anniheniag ist i der Tangente von v proportionai. Entwickelt 
man nemllcb die' TorhergelieDden Integrale nacli Potenzen tod ( 
ae erbSit man» wenn nnr die erste Potenz tod / beibebalten wird: 

bJUt^v . 

ßeliält man in der Reihenentu ickelunc der vorhergrehendeii ellip- 
tischen Integrale noch die zweiten Potenzen oder die Quadrate von 

/ l»ei, 80 ist, wepa der Kürze wegen gesetzt wird: 

hieraus ergibt sich dann folgende Gleicbong: 

Ich werde hier in Erörterungen liljer die praktischen Anwen- 
dungen dieser Formeln nicht weiter eingehen, da es hier nur auf 
die mathematische Behandlaog dieses Gegenstandes ankam. 

Die Torhergebenden Formeln lassen sich auch auf ein ande* 
res» naeb den werth^ollen Üntersachungen Poggendorff's nlelt 

minder wichtiges Messinstrument für gaU^anische Kräfte, auf dte 

Sinusboussole, anwenden. Üa bei diesem IVIessapparate der Kreis- 
ring so gedreht wird, iia»s die ^kadel in der Ebene dieses Kinges 
liegt» so ist iür diesen Fall: 

a^h y=0, X=0, Äi^O, 
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aUge aUgemeiDe GMdbmig (6) wird dMiivh fclgf ilt 
oder 

Setzt man In diese Gleichung deo oben gefiindeaeo Werth Ifttr 
Z— Z|, so «rird: 

9 O 

Ffir die erste AnnSherong» d. h. wenn in der Entwici^elong der 
Integrale nach Potensen von k die erste Potens von l nur herflek* 
siehtigt wird» erhftit man auch hier: 

biti »in V , 

'2k 



Nachricht Yon der Vollendung der Gradmessung zvnsdieii 
der Donau und dem Eismeer e. 

Von 

Herrn Professor Dr. Fk. Wülfers 

in Berlin. 



(Jeher diese nun yollendete 36j9hrige Arheit sind bereits frOber 
einige lileine Schriften erschienei\ und in dieser Zeltschrift (Literar« 
l^ericht LXXXI. S. 5« und LXXXII. S. 4*) besprochen worden. 
Während jene Schriften mehr als Monographieen zu betraehleii 
waren, enthält die vorliegende*) bei dem geringen Umfange yod 

*) Ich habe dleken interetaaBtea Aafeata aleht io dien LiCerar« Bet«, 
fir te Ilm der Herr Verftiefer wohl cigentUeh bettinHnt iiatte, eendM 
in dae Arehir aelbe» aa%[enoniaNn. Ii. . 
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20 Seiten manche gleidi ioterescuoite aod lehrreiche MHtheilimg« 
Ober Gradiuessangen im allgemeiDen aod die oben geoaoDte io'f 
besondere. Ohne Zweifel haben wir noch ein um fassendes Werk 
xa erwarten, welches über diese grosse Arbeit ausfahrlich berich- 
ten wird ; allein aach diese kleine Schrift ist geeignet, jeden Lescf 
anzuziehen und zu befriedigen. Um diess zu zeigen , möge hier eu 
kurzer Bericht über ihren Inhalt eine Stelle finden. . 

Zunächst werden, um den Zweck der Gradmessungeii aozo- 
deuten, folgende 3 Sätze angeführt: 

- -i Ol 

1. Die t^enntniss der Figur der Erde ist der Ausgangspunkt 
für alle Untersuchungen über die Bildungsgeschichte dei 
Erdballs. 

2. Sie ist der Astronomie unentbehrlich, als Grundlage zv 
Erforschung der räumlichen Verhältnisse des Weltalls. 

3. Sie ist von unmittelbarem praktischen Nutzen in ihrer An- 
wendung auf die Chartographie eines ausgedehnten LSn- 
dergebietes und auf die Berechnung der für diese ausge- 
führten geodätischen Vermessungen. 

Indem der Verfasser nun eine gedrängte Uebersicht der aos- 
geföhrten Gradmessungen gibt, erwähnt er, ohne die der Griecbei 
und Araber besonders zu beschreiben, dass diese Völker sehr 
deutliche Vorstellungen von einer Kugelgestalt der Erde und eine 
nahezu richtige Kenntniss ihres Durchmessers besessen habeo. 
Nach dem Wiederaufleben der Wi8.senscbaflten führte der Franzose 
P^rnel eine Gradmessung zwischen Paris und Aniiens*ans. derei 
Entfernung er bestimmte, indem er in möglichst gerader Linie von 
dem ersten zum letzten Orte fuhr und die Umdrehungen der Räder 
seines Wagens zählte. Durch Aufhebung der begangenen Fehler 
wurde das Resultat nahe richtig. — 1617 lieferte der Holländer 
8 ne 11 ins die erste wissenschaftlich begründete Messung eines 
Meridiangrades. Er war sich der beganj^enen Rechnungsfebler 
and Schwächen in den Beobachtungsmethoden bewusst, starb 
aber, ehe er diese fortschaffen konnte, und erst 100 Jahre später 
leitete sein Landsmann Musschenbroek aus Snellius' Papie- 
ren und einzelnen wiederholten Messungen die genaue BestimmuDg 
eines Meridiangrades ab. i . - < . .r, 

1635 maass der Engländer Nor wo od einen Meridiansrad 
swischen London und York mit c^r Kette, und zwar erheblich 
genau, während die einige Jahre später von Iliccioli und Gri* 
maldi in Italien ausgeführte Messung sehr ungenau war. — 1669 
wiederholte Picard, im Auftrage der 1666 gestifteten Pariser 
AkadeitJe, die obige Messung zwischen Paris un 
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«M» Ü^^Mte nMMi Patte Mi DMdfeNn» Oftsslni afld- 

lieb bis Perpi^an fort» so dass 1718 ein 8Vs<> «mlMMBier B«» 

geo zwischen der Nordsee und dem Mittelmeere vollendet war. 

1672 (and Rieb er, welcher filr andere astronomische Zwecke 
Dach Cayenne gesandt worden war, dass dort in der Nähe des 
Aequators das Secundenpendel bedeutend kurzer als in Paris war* 
fiüemitt war ein indirecter Beweis fOr die, tod Newton und Huy- 
gens tbeoretisch gefundene, Abplattung der Erde nach den Polen 
so gewonnen. Ist diesa der Fall, so mnss zaglelcb die LSnge der 
Breitengrade nacb den Polen zu grOsser werden; allein eine Ver- 
glelchung der Rieciell*acben, der franzSaiscben und verbesserten 
'Snellins'scben Gradmessnng ergab das Gegentheil, eine Abplat- 
tnug am Aequator. Naebdem über diese mangelhafte Ueberein* 
Stimmung viellacbe und lange währende Erörterungen in der Pari- 
ser Akademie stattgefunden hatten, beschloss (lieüe, dlrecte Mes- 
ßungen nahe am Aequator und am Pole ausfiihren zu lassen. Dafier 
maassen In der Zeit von Udo bis 1741 La Con d am i n e, Bouguer 
uDd Godin, unterstützt vom Spanier Ulloa, einen Bogen 
von 3^^ in Peru; hingegen Maupertuis, Clairaut, Camus und 
Lemonnier^ unterstützt vom Schweden Celsius» einen Bogen 
voD nahe 1^ unter dem Polarkreise. Diese Messung ward zuerst 
vollendet und bereits 1737 war entschieden « dass der Grad unter 
dem Polarkreise grosser als in Frankreich sei, ein gleiches Re- 
sultat ergab die erst später vollendete Peruaner Gradmessung. 
Eine Abplattung nach dem Pdle zu war hiermit entschieden , aber 
noch nicht Ihre Grüsse und eben so wenig die Grüsse der Erde ssibst 

Es folgten non schnell aui einander die weiteren Gradmessungen: 

1750 maass La Caille am Vorgebirge der guten Hoffnung, In 
93<> sttdlichet Breite, einen Bogen von V/^^; 

1751' -^1753 Le Maire und Boscovieh im Kirehenstaats 
übe 2^; 

1764 Mason und Dizon in Pensytvanicn; 

1708 Beccaria hei Turin; 

1770 — 1777 Li esi^an ig im österreichischen Italien ; 

1790 und 1701 Heuben ßurrow in Bengalen 1^ S', verbun- 
den mit einer Längeni^radmessung von r>8'. 

179*2 begannen Delambre und Mechain die im Jahre 1808 
durch Biot und Arago vollendete Gradmessnng von Dünkircheo 
bis Formentera, welche l'i^s^ unifasste und ursprünglich den Zweck 
hatte, ein genaues Langenmaass zu ermitteln. Dieser Zweck ist 
aar unvollständig erreicht worden, jedoch erklärt sich hierdurch« 
wärun das diese Arbeit beschreibende Werk den TÜsl«- ,iBaso 
dii«ynl4fli«/»^4ii4ttef* Ührt 
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Im Anfange dieses Jahrhunderts wiederholte Svaiiberg die 
oben erwähnte Mesäuitg von Maupertuis und dehnte sie Mm 
57' bis auf l*' 37' aus. Im südlichen Ent^fand begann Roy eioe 
Gradmessung, welche Mudge auf 3^ und Colby auf 10^ aiu>* 
dehnte. Während die Dreiecke dieser Messung bereits wieder- 
holt mit den l'ranzuslschen verbunden worden sind, steht doch die 
Veröffentlichung ihrer Resultate noch bevor. Hierauf folgt der 
Zeit nach die ostindische Gradmessung^ welche Lambton mA 
dann Ev>r est von 1802—1825 bis nahe auf 16^ ausgedehnt 
haben, und die später poch weiter bis 8^ nördlich vom Aequator 
fortgeführt worden ist. * 

Tenner und Struve begannen im Kweiten Jahrsehend die 
rassische Gradme^sunt^, welche 1831 bereits 8^ umfasste; jflier 
sie, als den Gegenstand der vorliegenden Schrift, folgen onten 
weitere Mittbeiluniren. ^Schumacher führte in DSneniaik eine 
P/j^, Gauss in ilarinover eine 2^ unsfassende Messung aus; 
beide sind durch neue Beobachtungs- und Kechnungsmethoden 
wichtig geworden. Dasselbe gilt von der, 1831—1836 durch Bes- 
eel und Baey^t* in Ostpreussen ausgeftihrten^ ly^^ umfassendem 
Mustmtheit. Gleich nach det Vollendung derselben stellte Bes« 
sei sich die AHifgabe, aus ihr Im Verein mit 9 andern und zwar 
den TorziiglichHten Gradmessutigen die wahrscheinlichsten Werths 
für die Grösse und Abplattung der Erde herzuleiten. Er fand 

den Durchmesser des Aequators der Erde =: €544154 Tolsent 

die Axe zwischen den Polen =6522279 jt 

l 

aus ihrem Unterscliied von 21875 Tolsen die Abplattung ^99 15' 

Diese Wcrthe.sind zwar gewiss schon sehr genau, müssen 
aber wahrscheinlich dennoch bald gegen neue vertauscht werden» 
indem später neue und bedeutende Gradmessnngen hlosugekan- 
roen sind, nSmlich: 

L die durch Evprest fortgesetzte und zum Theil umgearbei- 
tete ostindtsche Cradmessung, w elche sich jetzt vom i>ap 
Comorin bis zum Himalaya fiber 21^ 21' erstreckt; 

2. die Messung von I\I a v. I e a r am Vorgebirge der guten Hof" 
nuog, mehrere Grade umtassend; 

3. die russisch -skandinavische von der Donau bis zum B*" 

meere> welche über 25^ 20' umfasst. 

• • Je grUsaer der genessene BoKcnist» desto gmaer IMst si^ 
die Curve ennltteln, so welcher er geliOtt; 4iMaletve»flellMilUM^ 
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tieischen der Donau und dem Eismeere, 

Nach den erTfSlintPii öiit«rsifchiin£;ett ron Bess«! niiil den Mig»- 

stellten Pendelversuchen ist die Krde, abcresehen von den gerin*» 
gen Erhebungen und Senkungen des Landen irosxen die Obertlrif lie 
des Meeres, ein Umdrehunaskörper, welcher der Kugel nahe 
koDirnt; daher kann man Gradincssungen , welche unter verschie- 
denen Längen angestellt sind, mit einander verbinden. I^ei jeder 
einzelnen kommen Beobachtungsfehler und die ungleiche \ erthei- 
lung der Massen auf und in der Erde, uclche die Richtung der 
Schwere verschieden ablenken, in Betrsciit. Die Ableakuiigeii 
ron oberhalb der Erde sind desto geringer» je gleichförmiger das 
Terrain öberhaupt, und von desto geringerem Eiufluss , ^ grösser 
der ganze gemessene Bogen ist. Diesen hat mao als ein Aggre* 
gat einzelner (dr sich abgeschlossener» aber mit einander verbun- 
dener kleinerer Bogen zu bestimmen* Die russische Gradmessung 
hat von allen die grosste Ausdehnung» auf sie folgt die ostin- 
dische» welche jedoch vielleicht zur Benutzung im nördlichen Theile 
verkürzt werden dürfte» da auf diesen wahrscheinlich die Anzieh* 
QDg des Himalaya sturend eingewirkt hat. 

Die niebt grosse Gradmessung von Maclear ist wichtig, vreH 
sie die einzige auf der stidlichen Halbkugel angestellte ist und sidb 
Ins --35^ erstreckt. In Südamerika wdrde eine solche bis -«00^ 
aucgefilhrt werden können» wogegen der Verfasser zeigt» dass In 
Asies eine grössere .Gradmessung wegen der hohen Gebirge und 
des Mangels an CuUur nicht füglich ausgeführt werden könnte. 
In Nordamerika lieese sich eine Messung von -|-25<> bis 4*60^ 
ausführen, sie ist aber weniger Bedürfniss, weil diese Breiten in 
den ausgeführten IMes^ungen bereits genügend vertreten sind. Da 
aber die iianzösische nnr bis -{ 38" 40' ab-, die ostindische bis 
+ 29® 30' aufsteigt, würde eine in Amerika von +25« bis -f 42«, 
d. h. von der Sndspitze von Florida bis zum Erie-See, eine vor- 
handene f^ückt' ausfüllen. Doch uäre es auch möglich, die rus- 
sische GradmesMing bis ( andia in -{ 34*^ Breite, also auf ;>ti** au 
verlängern» wenn nicht das türkische Keicb dazwischen läge. 

Auf die Idee, diese Gradmessung anzustellen, verfielen in dem 
zweiten Jahrzehend dieses Jaiirhiuuierts lileichzeitip; Tenne i liiid 
Struve, und nachiiem der Kaiser Alexander das Unternehmen 
genehmigt hatte, begann Tenner 1817. Struve 1821 die Arbeit» 
welche sich in drei, 1831, 1844 und 1853 endende Perioden thei- 
len Insst. Die erste enthhit die Messungen beider Cilelehrten 
zwischen -{-^'l^ und 4*^^ Breite, also in einer Ansdebnung von 
8^; in der zweiten wurden die Messungen gegen Norden bis Toiv 
nea ausgedehnt, der Bogen auf 13^ 49' gebracht und die Vorar- 
beiten snr Weiterllftbriing gegen g9den bis xum Dniester beendet. 
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In der dritten Periode, wo ein Aufschwung in der Arbeit durch 
die lebhafte Betheiligimg des Generalstnbes , auf Anregung des 
/ Generals von Ben?, rn(it;lic}i wurde, kam die skandinavische Fort- 
setzung bis zum Eismeere ; die russische bis zur Donau und die 
Bestimmung der Poihöhen auf den End- und angemesseoeo lli^ 
telpunkten hinso. In dieser Periode vollendete Tenner aosser 
den Mesenngeii in Bessarabien die VemieseuBg Polens» dorch 
welcbe die frCiber besprochene Verbindung der ruseiaebei Gndr 
meeenng mit der prenseiecben und ffaterreiehiscben müglicb «srde. 

Die skandinavische Messung ward, auf Strove*s mCadJicbt 
Anregung in Stockboloi im Jahre 1844* dorcb Hansteen und 
Seiander bis +70^ 40' In Fuglenaes bei Hammerfest ansgt- 
(tBhrt Diese Arbeit war höchst mühselig wegen des rauhen Kli- 
mas, der'unwirthlichen Gegend und der kurzen günstigen JahTes» 
zeit. Diese Gradmessung bildet ein selbststündiges Ganzes, ist 
aber mit der russischen eng verbunden; auf das Verhältniss der 
Ausdehnung beider kann man aus der Anzahl der Dreiecke schlies- 
sen, welche bei ersterer 34, bei letzterer 225 beträgt. Diese ist, 
wie oben schon angedeutet, durch 13 gemessene Poihöhen uod 
Asimuthe in 12 partielle Bogen von 2<> 7' mittlerer Ausdeboong 
serlegt. 

Die angewandten Maassstäbe sind mit der Toise du Perou, 
dem 8ta»dardmaasse der ostindtschen , Besse Ts Toise» dem 
Ncrmalmaasse der hannoverschen und dänischen Messung und der 
Wiener Normaiklafter gehörig verglichen worden« Die Rechuangs* 
arbeiten sind der Vollendung nahe, eben so ein grosses, am 
Struvc's Feder zu erwartendes, beschreibendes Werk. 

Am südlichen Endpunkte wird auf den Befehl des Kaisen 
eine gusseiserne SSule theils als Denkmal, theils zur BeseiehsuDg 
des Endpunktes für eine später aufzunehmende Fortsetzung» eid 
entsprechendes Denkmal auf des Königs Oskar Befehl am nofdii 

liehen Endpunkte mit norwegischer und lateinischer Inschrift er* 
richtet werden. Jene Säule wird in russischer und lateiniöcbel 
Sprache die in letzterer lautende Inschrift erhalten: 

Terminv» austraiis arens merldianl 25^ 20' quem tnde a ihvia 

DanuUio ad Oceanum Arcticum u^que per Uossiam, Sneciani d 
Norvegiam jussuetauspiclls IniperatoruTi) Augustissimoruni Alexani 
dri I. et iNicolai I. atque Rec^is AiiLjustit^simi Oscaris I. annil 
MDCCCXVI ad MDCCCLII continuo I i bore emensi sunt Trind 
gentium geometrae. Latitado 45o 20' 
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XI. 

Zur Theorie der Differeüzenreihen. 

Von 

Herrn Oskar TVerner ^ 
Lehrer der iHathemaiik in Dretden. 



Bezeichoen io dem Ausdrucke 

«0 — f*i «1 + IhPT, — •••• l)" f*« 

a^»^..a» gans beliebige Zahlen, dagegen fh»**-i>M 
& auf einander feigenden Binomialeeefficfieiiten fiBr den fixponeii>> 
ten fi, 60 erhalten wir, wenn wir anf jedes Glied desselben den 
Moonteo Satz aus der Theorie der höheren Differcozenreihea 

On SS -f ni^üQ + »s^ffo + ....+ nnä'^OQ 

uweoden: 

'jtf durch Vereinigung der gleichen Differenzen : 

Ä/»= Co<ro^ A^ao+ — (— l)«Gi^<io • 

■'obd zur Abkärzung 

du 

|tt€Ut worden ist Vorstehende (n— m-|> l)giiedsrige Reibe bann 
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r=l,% 



3^ m»»" Ä'^'iBt tt^fiM^t'b f 

+ (f—»—lkPm—Vm-t^J,fmt9=—if—' 



=(- 



Aan der 



a) 



Wir habco daher dmli Vc^lMchmif: wl 

mttd, treoD wir auf den AnCaog anderer EotwickeioDg zuruckbikta 



d. L 



(2r 



O^'flj ffl -J fl^flg— .... (— ly^lhtOm 

Ein Correlmt in dieser Formel erfaeltee wir» wenn wir eaf Jei<i 
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den Sats } . 

anwenden und der Hauptsache nach denselben Gani^ wie vorher 
einschlagen. Kürzer jedoch gelangen wir auf folgendem Wege 
zum Ziele. 



• ' . 4 ^ 

Verniittek de# Relation 

leiten wir aus der Hauptreibe * 

leicht folgende Differenzenreiheo ab: 

erste Differeuzeoreihe: 

zweite Differenzenreihe: 

O. 9m W. 

Ate 

Mach (2) ist aber > ^ • . ' 

daher ergiebt sich aus dem nnmfttelbar Yorbergehenden: 

Die Formeln (2) und (3) sind vorzüglich l)raur)if)ar , \\ enn dre 
Wieder Ojj, Oj , n., eine aritfimr(js( ho RpDk' limMid oiiicr Ord- 
nung hildcü. Uhi diatis an eiiieni Lieii^picle zu zeigen, sei Wo±=l*, 
= Ü2 = 32, .... ß„i=(7i-f-l)2; flann ist ^^f7^ = 3, — % 

— 0. ^fi«^=c4,^ii. a.. Yi' 2u setzen; ü(^gli^lLfic^tqQ ^iikii| 




d by Google 



UebmpHUif- Iben ffir ScUkr« 



▼(M H«m PgtiaMOf Dr. Wülfer« m B^rlli 



lo Enler's „Instllotiones calcnli differctttialis^ ptn 
pastefiof 0. d6& fizempUm L** wiid die Smw dcr'lMi 



1 . 1 . ] 

für bestiiBiiit Der allgemeine Ansdnick derseibeo 

l ir 1^ 

i^Bnt Dir ssffl Foim 

1 Ii 1 

nnt es kann zunächst die Auigabe sein, ans diesem 
Aiiadnicke den fiBr «si aich e^ebeodeD Werth | ^ 
Beilie ebaaleiteit 

Diese oinuBl aber Qi diesen Werth tod «=1 die 

1111 1 1 1 1 



Dig 



MB 



M «mI M «ine MViite A i d |ph i 0«b» diAs 4flf Wcirlh 4iüit 
io'« ülmdßebe MgMetitott ReilM a«» ebig«a Werth | «OBlnlBt» 
Dies« liast sieb» gans viwbhfingig foD dem eUgto, aiidenrellig 
bergeleiteteo allgemeinen Aosdrticice nnd etwa tbnilch wie Im 
eiUlen Thelle dieser Zeitidirift pag. 438. }. 17. seigen. 

Die ihrem Wertbe fiach so gefaodeoe Reibe liest sieb aneh 
so Bchreil>ans 

ä+6 + i8 + H + 3Ö+***' 

odet 

dovtfa Summ« dana glelcbfalls bestimmt lat 



XIII« 

Miscellen. 



^ Mretbea de« Umi DdfeCor tllldeiilcartip, Ol^edeHreri aib Ö/b lA atie m 

Sie erwShoen im 23« Bande iSeite 227« ond 228. der Auflusuig 
einer linefireo Gleiehung Ton n nnbelianqten Grossen von der Form 

sr^öi 3^— «1 if^«t jf— flu / 

die LioQTille in seinem Journale gec^eben haben soll. Ich babd 
die Auflösung sdlcher Gleichungen schon vor 13 Jahren gefunden 
und Bolche in den zwei Ahhandlangen : „Ucber Transformation 
▼ielfacher Integrale** und ,,üeber die AbeTschen Intcpprale** im 
^' 22. Bande Seite 184. und im 25. Bande Seite 182. des Creiie' sehen 
Jottinals nel»st aadera fciges s eba ft ep » die soicbe UleiclHingoo liabea» 



mit|;eihent und wicliilge Anwendangen dafoa aaf die Transfo«* 
Blation' vielfacher lategrale gemacht. In der eraten 4er •«! w&holea 
ASbhiMidliingeii habe Ich die 'Bedingung, tlaae 

Xi X^i Xn »- 

sei, gemacht, in der andern nicht. Es sind die ^1,^2» 2/3 etc. in 
den erwähnten Abhandlungen nichts anderes, als die sogenannten 
elliptischen Coordinaten» von denen man so fruchtbare An^ven- 
düngen auf die Losungen verschiedener Probleme gemacht hat. 
Ich habe in den genannten Abhandlungen nur die Zahl der Varoir 
beln unbestimmt und beliebig gelassen und so diese Transforma* 
tion nur verallgemeinert Da ich das Journal des Herrn Lion- 
vilie nicht kenne, so ersuche ich Sie, den Herrn Liouvitle 
aul diese schon trüher ijegehenen Lösungen «luinierksam zu machen. 
Auch T%nT)s(>he ich eine ähnliche iiericbtigung in diesem Journale 
von Ihrer «Seite 

Hamm den 25. April 1554. 

ihr 

HSdenkamp. 



Verallgemeinerung des Pythagoräischen Lehrsatzes. 

Von Herrn Oskar Werner, Lehrer der Malhematik in Dreidei. 

Construirt man (Taf. L Fig. 1.) aber der Seite BC des belie- 
bigen Dreiecks ABC den Rhombus BCBE» macht ^ABf 
z=^Z,CBE und /LJCA — ^BCD, zieht ferner an BF und Gl 

die Parallelen CK und Bh, macht ßF= BK und JC~CL uof 
vollendet endlich die Parallelogramme ABVG und ACJH, so \fk 
der Flächenraüni des Rhombus BCDE der Summe der FlächeD- 
räume der Paralieiogranime ABFG und ACJH gleich. 

Iridem u ir uns heim Beweise dieses Satzes an Taf. I. Fig. Ä 
halten, bemerken wir, dass diese Ficnr ans Pal. I. Fig. 1. erha 
wird, indem wir die Paralieloijramiiie ABFG und ACJH i" 
Lage bringen, dass wir einerseits BF auf BK und AB in die 
Richtung von BF lassen« und andererseits auf XClegeij 

\ 

♦) Ich glaohe, dat« durch die volIhtHiidige MUthefltino^ dicset Brie-^ 
fes beiden Wünachen des Herrn lir. Hädenltainp genügt «ein wird. ^* | 



Digitized by Google 



Mimtim. 



od AC ift die Rldilmg toii JC brisen. £• "tomlnl «Iscf jetit 
dutoft», so bew^iseo» dMS 

BCDE = -ßFGÄ + CJHL. 

Wir ziebeo zu diesem Zwecke die Gecnden AM^ PEt PO» 
ÖF, JQ respective parallel BE, AB, ACs BC, BC Daoo 1^ 



Ugfieh 

^CBE'\^^AB€^^ABF 
+^ABC, 

il 

^ABE^jLCBF. 
Ol ansserdem noch 

BE = BC 

nd 

AB^BF, 
»eigiebt sieb 

ABEP^BCOF. 
Weil aber 

ABEP=BEMN 

iid 

BCOF=zBFGK, 

«oist 

BEMN^BFGK. 



^BCD-^ACJ, 
fol^rieb 

A^jLAQB, 

d. i. 

^ACD^^BCJ. 
Da ausserdem noch 

CD^CB , 

und 

CA^CJ, 
so ergiebt sieb 

Weil aber 

ACDP^CDMN 

und 

BCJQ=^CJHL, 

* 

so ist 

CDMJS^CJHL. 



Addtren wir die Resultate rechts und links» so folgt 
BEMN^CDMN:^BFGK^CJBJU 

oder 

BCDE=:BFGE+ CJHL, 
«od, wenn wir Taf. I. Fig. 1. beräcksicbtigen, 

wodurch ur.ser Satz vollständig bewiesen ist. 

AU Speiialttfitcn dieses Satses sind folgende hervonnkebel»: 
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' 1) ^CBE:t=iR, Die— liefert den LdbMÜit TWÜ sHil 
Seiten eines Dreiedies durch Smikieohte f«B 4eD ge^MdttM^ 
eteheiidee Eekee, ee i«l QMidnil der aiebt getbeilteii Ml» 
gleidi derSnnme der Rechtecke, welefce ane den swel getheflteo 
SelWn end Hifeo, dei» nieht ^etheilteo Seite tonftduit Uegeodea 
AbsebflHten CöDstrofrt werden. 

2) Die Rbombtisseite CD fölit io die mcbtoog der Dreiecki* 
seHe AC, dann v^r^clnvlndef das Parallelogranini ACJM lllid man 
erii&li (Taf. 1. Fig. a.) RImmIw BCDEsz Pendlelogim ABFQ 

8) JÜACB^j^CBE^R (ein beireiiiiter 8aii0. 

4) \^C^£s^C^£=i2j(JE^thagoräi«cb» Lehrsatz). 



Zur ebenen Trigonometrie. 

Tob jBerrn Qnfdde, Lehrer am Gymnasium zu Buckebur|^. 

Da In Atciilv mehrfiMh Abieitoogen der geilloinetilscheB 
GnndfomielD gegeben werdea elnd» ee nebme iah keinen Analni 
anek die folgende mltevtheilen« an die eick diM neck einige B«' 
tracktongen Imgpfeii. Sie iat ao^aerordentliek elnfiMdi, da sie ms 

eine Uebersetzun^ des ptülemftlscbeD Satzes ist, den man bei den 
Beginn de» Unterrichts iji der Trigonometrie voraussetzen kann. 
Sie hat aber ausserdem den Vorzug, diese goniometrischen Grund- 
formein in Zusamnienban^ bringen mit dem, was man als die 
Grandlage der gaqzeo neueren Geometrie zu betrachten hat, nSm- 
lieb mit dem anbarmontschen Verhältnisa. Die MÖgficbkelt der 
üebertragnng beruht aof.elaem einfachen« allgemein bekannkn 
Saties „daes der 8ian0 eines Peripkerlefffokeli gliUi im Sekae 
ist, di^idirt dnrcb den Dvrckmeaaer**, von dessen RIcktigkelt nai 
sich sogleiek gkerseagt, wenn man einen Peripherie winkel wlh% 
dessen einer Schenkel ein Durchniegser ist. Dieser ^ata, der in 
den meisten LehrbOchern der Trigonometrie nur beiläufig, etwa 
in Form einer Uebun^saufgabe vorkommt » verdiente Fielmebr as 
die Spitze gestellt zu werden, nicht nur der Anireodung wegen, 
die ick Ton demselben m maeken gedenke, eendcm well alle die 
trigonometriacken Sätze, die man aelbatatändig an kewdaen pflogl» 
mittelat deaaelben ein Mekte Uekerlragoneee von gonlemetrisekm 
SSlnen erackeinen, die man vorker, im goniemetfiaeken Thcile, 
ebenfalls selbststämifg bew ies e n liat. Zu der üehertragung is< 
nur eine Mnltiplication oder Division mit dem Durchmesser des 
dem Dreieck umschriebenen Kreises noth wendig. In solchem Zn- 
aammenbange stehen z. Bw, die Seiten dee Dreleeke tiAt a»^»4 
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muAssmn B. cos C+6in C* ctmB; 

6-|-c:o8eo« — j — scos — j — » 

Ä C -\- B 

tHuB-^^CimnA^eoB-^ — *c<Mi , » 

6— c:a = siD — ^ — »siii — g — 9 
äinB — Bio C : sin = sin : 31« * 



(1) 



(2) 



(3) 



«•= 6* + c*— 26c. cos i^l , 
sin J*ss(sio B*co«C-|>oo<i£smO' 



(4) 



da 



+cos/?2sine* 

=;8in i52(l-sinC2)+2smi5cosi5sin CcosC+8»C*(l-i*io^*) 
sssin^ H-siD €^^2810 Bsin C(smB.smC^CMB.wtCy 

Ut, a.8«f. Weiler verfolgt hat diesen DuatlsrntTs u. B. Mftllar 
in seiner „Trigonometrie, Halle 1852, Seite 202. u. f. 'S wes«- 
iialb ich hier diesen Gegenstand Yerlasse und cur Abteitang der Formel 

thergehe. Mbd stelle sieh ein Vieredc in einem Rreis# vor, ABCMK 
durch webfae Bochstebenfoige augleich die Folge der PUnhte »et 
dem Umfange des Kreises dargestellt sei. Man hat dann nach 

dem ptolemäiächen Satze ' 

4B.CJI}^BC>BA:=zAC.BD^ 
Qftdi.ieena man durch das QiNidrat des Durchmessers dividiH^ 

sin BDA . sin CAD-{^ slnBDC. sio ABD=z sin ABC . sin BAD. 
Itt mm AC ein Durchmesser und setst man * 

BJ}€s;iMAC^9, 



so ist 



240 Jfümita» 

6\nBDA = smBCA:=s\n(9(P-BAC)^co8af, 

sin Bio 900^1; 

folglich 

* cosjr.siDy-|-6Bi)^«C08y=8iD(j; + Sf)* (9) 
Ut A£> ein Durchmesser und 

BAD=:x, CAD^^; 



so ist 



smP/>il = cosjp» 

BftiCAD = sin^, 
siuBUC^ siü (jc — ^) , 
slnilßl> = l» 

sin^J5C = sini</>C=cosy, 

# 

8iiiB^/> = sin^; 



folglich 



cos x.ainyi- sin (a?— y) « cosy .sin«. (Ö) 

Setzt man 90^— or an die Stelle von so geht die Formel (?) 
aber in: * 

sin jc sia ^ + cflsor cosy ÄC0s(af — y) 0) 

und die Formel (6) in | 

sina?siny+co8(a?+y)=cosycosar, (8) | 

Verbindet raao einen Punkt >S des Kreises mit den Ecken de« 
Vierecks und bezeichnet die auf einander folgenden Strahlen SA. 
SB, SC, SD mit a, b, c, tl, so hat man durch Anwendung des 
oben für den Sinus eines Peripberiewiukels gegebenen SaUes: 

sin a6 • sin cc/ + sin 6c . sin c2a = sin ac . si n 6c/ , 

eine bekannte Relation zwischen den Tier Strahlen eines Punkte«, 

welcher fGr die vier Einschnittsponkte ü, ff, c, t der Strahlen i» 
eine gerade Linie, wenn die Punkte in der angegebenen Ordnung 
auf einander folgen, die Relation entspricht: 

Diese Relationen also sind Folgerungen aus dem ptolemäischeo 
Satze, und da .sie der Lehre vom anharmonischen Verhältniss angebo- 
ren, so ist biemit der Zusammenhang dieser Lehre mit jenem Satze 
und damit auch mit den goniomMrfeehenGnmdformelnoachgevvieseD. 
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Die Theorie der periodischen Funktionen, begründet 

durch die Betrachtung der Integrale zwischen imagi> 

nären Grenzen« 

Ton 

Herrn Julius T0eplii%, 
Mrw am GjnaMinm so LUta Im QtMthonogdHiin Paim. 



Die lntegralrechniin<; allein giebt un;; die naturgeniassen Mit- 
tel an di« Hand, neue Fuoktionen zu iodcn und ihre Eigenschaf- 
teo zu errorschen. Je mehr also dafür geschieht, die Prinzipien 
der Integralrechnung fest zu begründen« desto klarer werden uns 
<IU Eigenscbfiften der Funktionen For Augen treten 5 und desto 
sicherer werden wir mit denselben umgehen. Ein Integral wird 
nun direkt als eine Summe von unendlich vielen » unendlich kleinen 
Gliedern definirt, diese Definition jedoch nur Rir den Fall gewöhn- 
Heb konsequent durchgeföhrt, wenn die Grenzen der Integration 
Teelle Grössen sind. In diesem Aufsätze will ich nun den V'er- 
such machen, diese Definition auf die Integrale zwischen imagi- 
nären Grenzen auszudehnen. Mein Bestreben geljt dahin, zu zei- 
gen, dass nur durch diese Ausdehnung das vvahre Wesen der 
Integrale uns zusrnnL^ich ^v( rdc , daj?s neue Fiirenschaften der In- 
tegrale .sich dadurch ganz von selbst erj^eben und dass durch sie 
allein die wahre Quelle der Pcriodicität der Fuoktionen aufgefun- 
den werde; 

Bevor ich nun zu diesem meinen Thema übergehe, will ich 
den verehrten Lesern in dem ersten Paragraphen das ins Gedacht 
niss zurückrufen, was ich aus der Theorie der lotegraie zwischen 
reellen Grenzen als bekannt voraussetze* 

TkflünUI. IT 
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§. 1. 

Eine Funktion /ar heiest Icotitinnirlicli zwischen den reellei 
Grenzen a nnd 6> wenn fx für jeden beliebigen Werth Fon dr, der 
zwischen diesen Grenzen liegt, immer einen endlichen Werth tn* 

nimmt, and ansserdem die Gresse * — ^ fdr dieselben Wertbe 

von X eioeo endlicheu Werth annimmt, nitbreud £ uueudlich kleio 
wird. Dieser letztere endliche Werth, den die Grusb.e ' - 

annimmt, wird s^ewühnlich durch das Zeichen ^odm /'a: hezekh- 

net Wenn also fx zwischen den Grenzen a nnd 6 konttnairlicb 
Ist» so findet zwischen diesen Grenzen folgende Glefctiung slrffe 



(1) 



f 

Legen wir non der Variablen x alle Werthe bei, welche zwiscki 

a nnd 6 liegen nnd bilden wir folgende Summe : 

■ 

in welcher a^» ^3>'*"£n-i> €» unendlich kleine Grössen von der 
Art aindy dass: 

Ist» 80 wird leicht bewiesen, dass diese Summe gegen einen 
stimmten endlichen Werth konrergirt. der nur von den Grenzei 
a und 6 und von der Form der Funktion fx abhängt. Die ebd 
genannte Summe wird das Integral der Funktion fx zwi- 
schen den reellen Grenzen o nnd h genannt und durch dal 

Symbol fx.dx bezeichnet Wir h;diett also als Definition db 



Gleichung s 



a 

•••• + %./'(a 4" ^1 "f ^ "t" •••• + in— 1 =6 



(2) 



Mit Hülfe dieser Definitionsgleichung werden leicht lolgeode 
Eigenschaften der Integrale euiuickelt: 



dx 



a6 



ditrtk äi€ Betrachtung der Integrale eic, 243 



(5) 



^ fx,dx— ^ fx,dx \ J fx.dx, (6) 
• • . 

Die Gleicfuinger) (4) m ni (fi), mit einander verbuiidei» , zeigen, 
dafss wir bei dor nildnuu di r obij^en Suinnie (2) auch über die 
Grenze b bjuausiit lirii . tuui dann wieder zu derselben zurückkeliren 
kunnen, u enn nur die Funktion fx auf diesem ganzen Wege kon- 
tiauiriich bleibt 

Da ferner f.x zwlsr ben den Grenzen a und b koutinuirlich ist, 
so folgt aus der Gleichung; (1).: 



/(«+«i+«Ä+...+Sji=^)-i'I«4«i+*a+...+«ii--i)==*»^^ 
alio durch Additloo dieser Gleichungen; 

oder N 



fh—fa^l fx.dx, (7) 



Bei all dem äisberigen Ist zu hemerken« dass die Funktion 
fx seihst auch eine imagin&re Form haben kann. Alsdann aber 
bringt man sie auf die Form: t^x-^-Li^Xt wo qtx und %fx reelle 

Funktionen von x sind» und dann hat man aus der Gleichung (5): 

/b ph p b 

fx,dx=^ I ^.dx-i-i. i fitx.äx» Dabei mOsseo CreiUdi 

• « • ' 

fx mki ^ awiseheii 4mi Gfsraen a und b kootiawriieh seiov 

IT* 
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Dies sind die bekanfiteo Plriiixi|iieD, an die ich erimeni wvlHiv 

weil ich nur auf sie aliein bei der iiaehlolgeodeu BehaodiuQg luei- 
DeB Tbemafl Bezug nehiuen v\ilL 



fi. II. 

Die Faniction fx iieisst itentinoirlicb iwieelten den Gretw 

tt-f- 1'' nnd X'l'^^ and /3 reelle GrüBsen sind und 1= — 1 i4 

wenn in dem Ausdrucke flu ci) =z (p{u, v) -\-i.rp(u, t) sowall 
(piu, r) als tp>(</, t) für alle Werthe von u zwischen a und y, fff- 
bundeil mit allen Weitlieii \(>ii v zwischen ß find koiifinuirücli 
bleiben. Ferner wollen wir ein imaginäres unendlit h Kieiues (ift 
Ausdruck 6i neonen« wenn d unendlicb klein und reeii ist 

Um nun die Detiuition eines lotegrais zwischen den imaginärem 
Grensea u-i-ßi und y-f su geben, wollen wir der Art nod Wm 



fx^dx gebildet haben j ei 



grossere Ausdehnung geben. Zu diesem Zwecke lassen frlr die 
Variable x durch unendlich kleine Inkreniente, die wir gans eacli 
nnsereni Belieben bald reell, bald imaginär annehmen» voo dii 
Werthe a+^l zu dem Werthe /-f fibergehen; fiir diese nnci^ 
lieh vielen Werthe der Variablen x bilden wir die entsprecheoto 
Werthe der Funktion /!r, multipliziren jeden dieser Werthe nÜ 
dem nä< li> i loliicnden uneridlich kleinen, reellen oder inia<jinfireo 
Inkremei-*' von x uiitl addireii dann all diese Prodiikte. Ein« 
solche äuiume nennen wir das integral der Funktion/' 
airischen den Grenzen a-^ßi und y-i'öL 

Diese DeünitioD scheint nun viele Unbestimmtheiten in fikk 
zu enthalten. Denn, wenn z. B. 1^2t und 5-f-6i die gegebem 
Grenzen sind, so kann man jt erst durch reelle Inkremente im 
dem Werthe 1 -|- 2i zu Werthe 3 -|- dann durch Imaginiit 
Inkremente von dem Werthe zu dem Werthe 3-f6t, undeii^ 
lieh wieder durch reelle Inkremente von dem Werthe 3 -1- 6i n 
dem Werthe 5 -f- 6e übergehen lassen. Man könnte aber auch aul 
unendlich viele andere verschiedene Weisen verfahren, da nur die 
Bedingung gestellt ist, dass die Reihe der .r ntit dem Weftliß 
1 beginne und mit dem Werthe 5-t-t)i schliesse, während die Art 
und Weise der Ueber^änge ganz unserem Belieben überlassen i>t 
Man konnte also schliessen, dass nach unserer Definition awiteki 
denselben Grenzen a+ßi und y-i-di bei ein und derselben Fn^ 
tioD fr nnendücb viele solcher Svmmen vorhanden «ind» die 
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oben iDtegrale gsnannt haben. Es bieten sieh ons daher folgende 
Fragen zor Erörterung dar: erstens, wfe miiss die Funktion fx 

beschaflfen sein, damit jede dieser 8uiunieu sich einer bestimm- 
ten endlichen Grenze nähere; zweitens, welche von diesen Suni- 
raen sind einander jrleich *, und endlich, nenn eini<?e dieser Suni- 
men versehiedene be.sliminte Werthe utn>ehjuen, um welche Diflferenz 
utjtersclieiileii sie sich dann von einander ? Bevor wir diese Fra- 
gen in ihrer ganzen AlliiLMiieinheit beantworten, wollen wir jedoch 
einige spezielle Summen betrachten, aut' die sich die übrigen za* 
ificklähren lassen. • 



$. III. 

Wir lassen saförderst x dureh reelle Inkremente von dem 
Werthe tf-f pl an dem M^erthe y-{'pi fihergehen und bilden die 
Snnme: 



.... -f {«./(o-i-st +«t + ••••+^1 +jp»=y'-«ii+pt)- ' 

Vergleichen wir diese jSumme mit der in der Gleichung (2) vor* 
([oDinenden» so sieht man, dass offenbar: 

fx,da:= J f{u-k-p%).du. 4 (8 b.) 

Daraus schliessen wir, dass die obige Summe» weiche wir durch 

fx.djc bezeichnet haben, nur d 

einzi<jen bestimmten Werth konver£rire, wenn die Funktion /([f/-|-pi) 
tüi alle Werthe von u» weiche zwischen a und y liegen, kouti* 
DuirÜch bleibt. 

Wir lassen zweitens die Variable x durch unendlich Meine 

i 

imaginSre Inkremente B^i, S^,,„.9ni von dem Werthe q ßi zu dem 
Werthe q-i-öi übergehen, und bilden die Summe: 

(9 a.) 



anu geilen einen 



wekbe wir amch der Aoaiogie dorcb das 2>yiiiboi / fx.dx 

bneicliDeii» Durch Vergleichang dieser Samme mit der id dir 
Gleielimg (3) TorkommendeD «eben wir wieder, dmi 



Daran» aehlieaaeo wir wieder, daeadie Samme» welche wir denk 

/tfdr 
fx.däc beseicbnet «baben, nur dann gitgm 

einea bestimmtea eadlicben Werlb konvergire» weao die Fankfia 
fy + tii alle awbcben ß uud 6 liegeaden Warthe Ton « b» 
bleibt 



Weoden wir ona oan za Saiamen Fon eiaer grSeaereo Aifge- 
meiaheit. Zu diesem Zwecke laaseo wir die Variable a wueaA 
durch reelle naeadlich kleine Inkreiaente von dem Werthe «iß 

zu dem Werthe y-{-ßi, und dann durch iniar^inäre unendlich kleine 
Inkreiuente von «lein Wa rthe 7 + /5i zu dem Werthe y-^-öi übei 
gehen, und hildeu iolgeode äumme: 

(10 a.) 

welche wir vor der Hand durch das Symbol ^(a ßi, y-\- 6/) 
zeichnen wollen. Vergleichen wir diese Summe mit den obiga 
(8 a.) and (9 a.)» ao aeben wir, dass: 



woraua mit HdlTe der Gleichungen (8 b.) und (9 b.) folgt, toi 



Daraua acblleaaea wir, dasa die Summe, welche wir durch du 
Symbol y^-^t) bezeichnet haben, gegen einen beatio** 

ten endlichen Werth konvergire, aobald f{u, \ßi) t'iir jeden zwtscbo 
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f 7 i e|c > <i ei i Werth vim u, und f(y \- i?t) für jeden zwiscfaeD 
lad I iMä^enden Werth von c kontinuirlich bleiljt. 



«rir Dun deii unigekefarCen Weg ein und laasen 9 erst 
MgiBire noendlich kleine Inkremente von dem Werthe 

dem Werthe a-f-^i, dann aber durch reelle unündlich 
feeine folreniente von dem Werthe c( -f- di zu dem Werthe y \ dt 
^irebeo uud bilden folgende 8uniine: 

(IIa.) 

»^Irfce wir wieder durch ein Symbol tp{a-\-ßt, y f di) bezeichoeo 
loUea, so sehen wir ebenso ivie oben, dass: 

fa^.dit^/ fx.dx, (IIb,) 



it^ koerei^irt die Sanime, welche wir durch das Symbol 
K'-f-^t» bezeichnet haben» nnr dann gegen einen bestimm* 

Ieb ciidlichen Werth, wenn /(tc-fdO flir alle zfrischen a nnd 7 
rif^enden Wierthe Ton tf, tiud /taf rt) f&r alle zwischen ^ nnd d 
fieeeoden Werthe 7011 e kontinoirUefa bleibt 

In dem folgenden Paragraphen wollen wir nun untersuchen, in 
beleben Fälleo die beiden 8nnimen 9>(a-MSi, >iod ^a-|-^4 y-f^O 
einander gleich sind, und wenn dies nicht der Fall ist« um welche 
Merenz sie sich von einander unterscheiden. 



§. IV. 

hl dem votigeo Paragraphen haben wir gezeigt, dass die 
WWeii Summen 9(0 + /3t, y ^ di) und + ^1, y \ 6t) gegen he- 

itiiiuute endliche Werthe konverLiireii. wenn die Funktionen /(m+/30 
fiji i di) für alle zwischen a und y liegenden Werthe von ix, 
Uiid die Fuiikii'Hinn /(a f r*j und f(y-\-rf} für alle zwischen ß und 
biegenden Werthe von c kontinuirlicb bleiben. Wir wollen nun 
*<i&eboien, dass nicht bloss diese Bedingungen eriiullt sind, son- 
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318 /• Teepiit%: Qie Theorie äer perMttehen fmäUfemen, 

dem die Funktion f(n f vi) (ib«rba«pt xvrisdieii den Oranseii ««f |) 

und y-k-Si koiitinuirlich sei (vcrgl. die Definition im Anfange de 
§. II.). Wir behaupten, dasn in diesem Falle g>(ci ßi, y-^^i 

Denn setzen wir "^(a-i'ßi» y+^i) — + y^dt)s=J» sc 
folgt ans den Gleicbaogen (10 c.) und (1 1 c.) » deee 

Da nnn nach anaern Annahmen nicht bloss /Ty^-^O "fi^i"^^ 
fQr jeden zwischen ß und d liegenden Werth von sondern aucl 
di« Funktion f(u -f t^O för alle Werthe von tt zwischen « nnd 
▼erbunden mit allen Wertben von v zwischen ß und d bontinsirlicl 

bleibt, so leiten wir aus der oleichung (7) die iulgenden ab: 

fiy + w) - w')=«i (« + w:) + «a-r (« + «1 + ©0 

und 



Da wir aber ganz auf dieselbe Weise, wie wir die Formel (1 
bewiesen haben » zeigen kunnen, dass 

p+r< 

wenn nur f{p-\-m) fiir alle zwischen r und g liegenden Wert! 
von e kontinuirlich bleibt, so folgt nach unsern oben gemacbn 
Annahmen» dass: 

ij'^fiyi- vi) -/•(« + vi) idv = Bi {f(a + öi) ^f(a + ßi) } 



= J'^ifiu+i^-nu^ßtV'du^ 
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WMn aiao f(u^vfi swkicheii Ch-eiMM m-^^ und y-k^U 
fnntimiurKcb wt, «o wl /l = 0 uud daher 9>(a + /S», r+'4 
s^ofj^i, y-f-^O* was la beweisen war. ^ 



5. V. 

Fassen wir das Vorhergeheode susamnieii, so haben wir fol* 

gcndes Crgehniss. Wenn die Funktion fx zwischen den Grenzen 
und y-{'öi icuntinuirlich ist, 8a kon^er^iren nicht nur die 
Su iiiiieii rp(a+|3/, und ip{(t^ßi^ y\^i) *i,e*^eii bestimmte end- 

liche Werthe, soodern diese beiden VVerthe sind auch einander gleich. 

Wenn aber oar die Fuoktioneo fXu + ßi) und fißt + it) fät 
lOe Sirtscben a mA y liegenden Werthe von n, und die Funlctio» 

WD /(a -f vi) und f(y -f- vi) flir alle swischen ß and d liegenden 
Werthe von v kontinuirlich sind, dagegen die Funktion fx selbst 
ISr einen Werth a: = Ui^ Vii, der zwischen u^ß{ und y-^di liegt, 
üskontinuirlich wird, so konvergiren zwar noch die Summen 
fiai-ßiy y-f-öi) und + y -j- öi) gesren bestimmte endliche 
Werthe ; jedoch können wir nicht behaupten, das$ diese beiden Werthe 
eioander gleich sind. Sie unterscheiden sieb vielmehr im Allgemeinen 
ivcb eine Differen« J9 welche folgendermassen ausgedrückt wird: 

IKesen Ausdruck für J wollen wir nun umformen« damit er von 
'*ßf y» ^ unabhängig werde, . 

Die Funktion fx werde flir diskonÜnutrlicb, und 

nehmen wir zuerst an, dass as^u^ s^y und ß^Vi'^6; akdaun 
liabeo wir vermöge der Formel (7) : 

f\f^^-^^^-nu'k■ß^\duz^f'''^\f^^^^-f{u^ßi)\dm. 



+ f\nui'dQ^f(u+ß{)\du, 



'TO p und q beliebige positive Grössen bedeuten. Da aber die 
Fimktioo fx zwischen den Grenzen a -f ßi und Ui^p öi und 
fktuao awiscben den Grenten Ug-t g + ßi und y di kontinuirlich 
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S60 /. ToepUi»: J/ie TAeürie üer pwMhcäen FunkUmtu, 
ist; so fnlet an« dam» was wir ira fodgeo Paiaigra|iJMH) bewiesee 

und 

Substituiren wir die«e Warthe ip den üiLidnick (12;, 6o kpmmt 
Gau2 auf dieäeibe Weise haben nir aber: 

+y { A«! + ^ + «'O - A«i + «Oi^f 



»i-r 



Da ferner die Funklion fx zwischen den (irenzen tii—p^-fi^ 
ti^^ (f^{ri—r)i, und ei)Liiso zwischen den Grenzen »i — /?+(Fi+*)* 
und 7/1 H^7-f ^< kontinuirÜch i^t, so folgt wiedarum aus deui iiu 
vorigen Paragraphen Bewiesenen, das«: 

<y '"'i A«» + fl'+^O-Awi 

= y"''*'lA« + (ri-r)0-A«'+W<* 
«1— P 

und 



= { A« + ^0 - Ai* 



. ^ .^ .d by Googl 



MMMren wir die«ett Werlifc In den snltM gefviideiMo -WcHi 
fin if, «a haben wir «idlifsh} ■ u f 



(13) 



»ro;>, ^, r, j; beliebige reelle positive Grössen sind. Und da- 
durch haben wir gezeigt, dass J von den Grössen ß, y, 4 un- 
abhängig ist, wenn nur «<t/j|<y und ß<tVi'^ö, r ' 
Ganz auf dieselbe Weise wird bewieaeo« daa84« .{ 

1) wtim «>Mi>y und ß>i\>ö,^ alsdann: 

adi»r, vreaa mao die Greoiea^ der laftegrattoa mbahtt: J^^J; 

2) wenn aber a<w^ <y und j3>©|>d, ao iat: 

-^a= y t/(«» + (ri-r)i)'A« + (»i+*)i')|cl» 

oder — 

3) ist endlicli a>?/i>y und ß<,Vi^S, so ist 

4==y ''i/l«+(»i+»)i)-A« + (Pi-r)0)<itt 

+ w;)--/i«i + + «0 Iii»» 

oder = — ^. 



f VL ^ 

Durch das Vorhergehende ßind wir in den iStaad geaalai« die 
« {. iL dafintfflen (Siunaien. auf eine leadila WaMtfaaMwtenachaB. 



4 
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Wir kwMD al0o saeral ii9 Variable ai doreb reaUe Inkremeale 
▼on dem Warthe an dem Wertbe Ui+ßi, dann durch ioM- 

glnäre Inkremente von dem Wertbe ii|-f^t zu dem Werthe 
dann wieder darcb reelle Inkremente yon dem Werfbe Oi bii in 

dem Werthe 02 + ^1** tlann durch imaginäre Inkremente von dem 
Werthe 0^ + 61? zu dorn Werthe a^^ -\- 62} s. f. , endlich durch 
reelle Inkremente von dem Werthe a„ bni zu dem Werthe y ^ f>ni 
und durch imaginäre Inkremente von dem Werthe y-\-bni zu dem 
Werthe y-^-^i uhergehen. Bilden wir nun für all diese Wertbe 
iron x die zugebtirigen Werthe von fx, multipliziren wir ferner 
jeden der letzteren mit dem nMcbatfolgenden reellen oder ImaglDi* 
ren nnendlich kleinen Inkremente« and addlren all dieae Produkte, 
ao iat offenbar fbre Summe: 

• ..•.+9(flii-i+Äii-i»» flii+6»»)+9Kö«+W, y+di> y 

Diese Formel ist offenbar der allgemeine Ausdruck für die im 
§. II. definirten Summen, und wir wollen nun sehen, wenn die 
Summe S gegen einen bestimmten endlichen Werth konvergire 
und welches dieser Werth sei. 

Zuvorderst ist ersichtlieh, daaa die Summe S, die wir von 
Jetzt ab dureb daa Symbol 

fx . ax 

bez^cbnen wollen, zugleich mit den AuadrQcken ip(a+ßi, Oi+hii), 
^(^i + M» aa+^0*»'*9 ^(0« + M» 7+ dl) gegen einen beatimm- 
ten endlichen Werth konvergirt. Durch daa, wa» wir Im Anfange 
dea Torigen Paragraphen von der Funktion <p gesagt haben, er- 

fx.ds 

nur dann einen bestimmten endlichen Werth annimmt, wenn die 

Funktionen flu-\-ßi), /tM + 6,0, f(u-^b^i), fM für alle 

Werthe von k, welche respektive zwischen c* und , und fl^» 
und flj,«,., a„ und fliege», und ebcMiso die Funktionen /(«t +rO* 
/1(<?.2 + ri),...., f{or, frO, /Ty + rO für alle Werthe von r, welche 
respektive zwischen ß und und 6t,...., bm—x und 6n> und 

6 liegen, kontiouirlich bleiben. Daher werden wir unter dem Symbole 

fx,dx nur diejenigen Summen begreifen, welche die eben 

erwShnten Bedingungen erfüllen. Denn allen andern Sttaunen küo« 
Ml mir kalnan baalimmtw Sinn untariagan» da aia im AUgeiaii* 
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Ben Dkht it^egen einen endlieben iientinnnten WoHb ho wye i gl ina. 
Nackdeiii wir dieses feafgestellC haben, vrcftllen wir den Werth nntw^ 

fx^dx konvergireo. 

Die SniDmafloD all der FankHonen 9» welche ni dem Ane- 
dnM9ke(14)vorkoinnien, wird leicht foigeDderaiaMeoaitsgefahrt Eslsl: 

=/ fx,dx\l fx,dx\j fx*dx\l fx,dx 

•4-^1 •.+jM 

Ist nun die Funktion fx zwischen den Grensen a| -|- fi md 
ü^-{-bii kontinuirlich» so ist nach dem Obigen ^{a^ -{-ßi» ^+6i0 
^9(01 -i-ßif a^-^^iOi wird aber /^or zwischen den Grenzen Ot-h/ff 
und 0^4-^1^ diskontioulrlicby eo ist 

wo z/ der oben gefundene Ausdruck (13) ist In dem eräteu Falle 
haben wir also : 

oder» wie man leicht siebt: 

In dem anderen Falle dagegen ist: 

Dadurch gelangen wir also zu folgenden Schlüssen. * ' 

Wenn die Funktion fx ffir keinen Werth von x dlskontinuir- 
lieh wird, so ist aligemein: 



254 J' rvepiU%: Die Tkmie der pmMHeekm FunkHemen, 
ttod daher, wie man leicht sieht: 

AUo sind in diesem Falle all die Summen, frelcbe wir dufdi 
f^^^^fx.das Weteiehnet haben, von den Zwiechenwerthen ai-f6ti, 



/ 



öa + M ' on-»- W WbhSngig, nnd konverglren alle gegen ein 

nnd denüelbeii bestimmten endlichen Werth q>{a-\rßi, y-h^O» 

Andere aber verhSIt sich die Sache, wenn die Funktion fir 
mr Irgend einen Werth Ui+Vii diskontinuirltch wird» Denn da 
die Zwischenwerthe ofi + Äxt, fla + 6ai, a« + W gan« unc^erem 
Belieben li Ii erlasse» sind, so können wpir verschiedene Summen 

(14) bilden, welche den Werth fpia-^ßi, y-^öl) um ein beliebige» 
positives oder nei^atives \ it-Haches von J ubersteigen (s. die An- 
^erkunj^). in diesem Falle ist also: 

Sit eine poi^ive ganze Zahl »t 



Anmerkung. Wird z. B. fa für x=0 diskontinohrlich , so 
ist nach dem früheren : * 

/» — 64.af /» 6+6« 

= / + 3 + 2i, 6— 40+/ fx.dai 

^ -8+2i P 64-6« 

=9(1+2/, 5+60-*-^. • 

Aaf ähnliche Weise ist aber: 

^(l + 2<, -3-40 + 9(^3-4», 7+80 + y(7+8i^ r-9-100 

+9(-9-10i, 5+60=9^(1 +2i. 7+80--^+9<7+&, ä+64>-^ 

«£^(1+21,4+60--^. 

Ourch dieses Beispiel ist ersichtlich, wie man A\e Samnieo 
(14) M MleHtenvy d«M Mt -^v+fK, y+dQ elhi beliebigeii posl- 
Utes oder negatives «:V,iAtfa(hM voii ^ tonebinne. 
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- . » 

Allgeneine Definition der Inten^rale und die Periodik 

* ci tat der Fuokti&oen. » 

« 

£8 seien a und x (jrüssen Ton der allgemeinen Form u -f 9U 
^Vir lassen eine Variable < durdi ganz beliebige «nendlich klrin# 
reelle und Im^inäre Inkremeele ven dem Wertbe« su dem Wertbe 
znbeigebea» bilden die iwgefaSrtgen Werllie> eieer FteoktloD /i^ 
maltiptiEifen jeden dieeer letaleren mit dem nirbetfolgenden In« 
krenehte von z und addiren die Produkte cu einander. Solebef 
Sommen können unendlich viele gebildet werden, da jene nnend« 
I ch kleinen Inkremente auf unendlich viele verschiedene Weisen 
aiijä!»evvahlt werden können. Alle diese Summen haben aber die 
leicht zu bewelseiido Eigenschaft, dass, wenn man sie als Fnnktio- 
Qen der Grenze x betrachtet und in Bezug auf dieselbe differei^ 
zirt, bei allen ein und dasselbe üifferenzial» nämlich fx, heraue- 
kümmt. Wegen dieser gemeinsamen Eigenschaft werden diese 
neodUch tielen Stimmen durch das gemefaischafAche tS^bol 



j fz»dz 



bezeichnet 



Wenn nun die Werthe difser vSmiinteii wirklich ausgerechnet 
werden sollen, so sind zwei Fiille zu untorscbeiden. Wenn näm* 
lieh erstens fz für keinen Werth von z di^kontinuirlich wird, so 
koDrergiren alle diese Summen gegen ein und denselben bestimm- 

fz*ilz nur 

a 

einen einz^en' Werth besitzt. Wenn aber die Funktien ft iiKf' 
einen WertH z^Ui+Vii diskoHtinUiflicb- wird, so hal>en< vrit oben 
j^csehen» dass viele von diesen Summen vellsliMldig vnn der Hand 

zu weisen Und gar nicht unter dem Symbole ^ • fß-d^ zi|^ be- 

a 

reifen sind, weil sie gegen keinen endlichen bestimmten Werth 
kofiTergiren. Die Übrigen npch immer unendlich yieiei^ Summen 
konvergiren zwar gegen endliche bestimmte V^erlhet, allein die* 
sdben sind von. einander verschieden , nnd i^war um beliebige po- 
sitive oder negative Vielfache einer Grösse welche nach der 
Formel (Ii) bestimmt wird. ^ ■ ' i 



Msen mx miit y^'/^-.di^jy.iVid betMhleniy al8«ine»fiunk- 



« 
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$g$ /. T0€piit»: Die rk§0Kie ä§r periodMkm nmMMum, 

tioD von X9 60 hat y für jeden Werth von x nar einen einxlgen 
bestimmten endliehen Werth» «renn die Funktion fz flBr keinen 
Werth von 2 diskontinuirlich wird. Wenn aber fz für irgend einen 
Werth von z diskontiniiirlich wird, so hat ^ unendlich viele Werthe. 
die sich alle um ein positives oder negatives Vielfaches der nach 
Formel (13) bestimmten Griisse ^ von einander unterscheiden. 
Betrachten wir umgekehrt die ürenz.e x als eine Funktion von y, 
90 erhält x in dem letiteren Falle für alle Werth e von diesick 
nm ein Vielfaches von J von einander unterscheiden » ein nnd des« 
selben Werth, w bleibt also ungeSndert j wenn sich ^ ma ein Viel- 
faches Ton J Sndert» und daher heisst dann ^ eine periodische 
Funktion yon ^ undJ der Index der Periodicltüt oder die 
Periode. 

Wird fx ftir mehrere Werth e //j -f- Uii, tca-|- i^t, ... . , Wn + fui 
Von t diskootinnirlich , so ist offenbar, dass w auch n Perioden 
9 hesitzt Freilich können einige von Ihnen eatve- 

der Null werden, oder einander gleich, oder Vielfache von ein* 
ander sein. 

Das Bisherige wollen wir nun durch einige Beispiele erläntero. 



Beispiele. 

1 dz 

Beispiel I* Es sei / "p^y* Bekanntlich wird 

y durch das Symbol log^, und x durch das Symbol ev bezeich- 
net. In diesem Falle ist Wi+rii = 0, oderwi=0, rj =0. Da 
bei der Bestimmung von die (»rüssen ^, r, $ beliebige po- 
sitive (irffssen sind, so nehmen wir p=y=r=<s=L Aisdana 
inden wir aus Formel (13): 

dz 

wird aber bekannülcb durch da« 
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^tffrßmUt d»€k die Betrachtung der Integrale etc. 
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Symbol ^ bezeicbDet Da nuD das Zeichen von ^ offenbar auch 

Dach unserem Üeliebea verändert werden kann« so sehen wir, das» 
ey eine periodische Futiktioo ist mit der imaginären Periode 



Aomerknog. Viele Mathematiker haben dardber ihreq Zwei- 
fei anageeprochen, • welcher Werth dem Integrale / — belzale- 

gen aei. Aua nnaern oben gegebenen Definitionen und Schlfiaaen 
leiten wir nun folgendes Resultat ab* Bei der Bildung des Inte- 

dx 



dari man durchaus nicht x durch reelle Inkremente 

X 

-1 

Toa dem Werthe — ^-1 zu dem Wertbe ^1 öbergeheo lassen; 

1 1 

denn auf diesem Wege wird einer der \Veitlie von ^ q» 

die entsprechende Summe, welche das Integral bildet, iconvergirt 
daoQ nieht gegen einen endlichen bestimmten Werth. Man muss 
▼ielmebr x durch imaginäre lokremente von dem Werthe — I za 
dem Werthe -1- 1 fibergehen lassen ; man erhftit dann unendlich 
viele Terschiedene Summen, von denen jede gegen einen bestimm« 
ten endlichen Werth konvergirt, und von jeder andern nach den 
obigen Entwickelongen um ein Vielfaches von Im sich unterschel- 
det. Wir dürfen also blo:«s eine dieser Summen berechnen, Ulli 

dx 

erhalten. Wir lassen s. B. erst x durch imaginäre Inkremente von 
dem Werthe —'1 zu dem Werthe — J dann durch reelle In- 
kremente von dem Werthe ~1 -l-t zu dem Werthe und end- 
lich wieder durch imaginäre Inkremente von dem Werthe l-^iixi 
dem Werthe 1 übergehen. Alsdann erhalten wir: 

Nach §. III. Ist aber: 

/^WrfjPl i^i du 

-1 ^ -1-1^. -l 

imd • > - 
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258 Toeplii%: Die Täeerie der ptrioä^Mm f unkämun . 

Ferner ist: 

i 1 t 1 

. - ^ - , ... mum^ ^^^^^^^ • 

— l+ta^ii + i* l + iii <* 

also ist: 

O — 1 0 



Nun Ist: 



— » -4 O O 0 

u+i^^ 2*' 
wie ojbien. Also ist einer der Weithe des iute^rals 

BerücksicbtigeD wir nun noch die Periode 27si, so ist der alige* 
Beispiel 2» Es sei s<t '^^ «t-ftki^O 

2 

oder ti^=:0 ond 9|=:0. Setzen wir wieder j>=s^Brsf=]y so 
erhalten wir: 



■ 

Selsen wir nnn 

1 1 -* , i 1 
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^ipriMef Ourch äie SeiraelUmm ^ ^ 369 

MM^o wir, das« (p( — w) = — (p(u) und r) = — •-^(f); ate0 
mü q;{u) und sogeDannte ungerade Fuiiktiooen vqu u und c. 

DiDi»i8«lir leicht bewiesen wird« das« ^ ^tt).il«cr0 ist» wenn 

ff{t) eine ungerade Funktion von u ist, so folgt, dass <JsO ist* 
^ die Periode 0, d. b. gar keine Periode. • 

Anmerlciing. Auch liier ist su ineriiee* dass bei der Bii- 

y^i dl 
. . ^ ditreh imaginäre lokremeiiyte die 

1 

hwdDQität ven vermiedeo werden muss« ^ ' 

Beispiel 3. £s sei fis=i- ^:si 9 dann ist wieder Ux=^^> t}i=0» 
io4 daher: 



bist aber: 

W+l)*— 1 ""(OT— 1)*— (- e + O*«-! (-^ - iD*»-* 
_ 1 1 

— — (l,_<)4ii-.l + + i)4n-l- 

Alwist 



f. 



Beispiel 4. Es sei endlich /k^^^i; alsdann finden wir 
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I 

■ ■ 



Ed iai aber t - * 

i i 

_ 1 1 

Ab» Ms 

Piekmea wir nun den Fall n=Ü ans, dea wir (»eboD »m 
Beispiele bahaadelt liabeot «o fiodtt jiuui dndi Aoifitanig 
lol^patiMi: 

du 2 1 1 1 



und daher: 



1 1 l 1 



£b ist ^ (l±»)^=i:2t« also (l±i)«=--4, ond dalier 



/ 



ABMCtknng. Am dm bisherige 0 BflbpMea folgt, da««, 
^=lf gMotit wird» wobei » eioe ganw positive Zahl M «I 

nmi als eioe Funlrtioil tod y betrachtet, diese nur in dem ein* 
rfgen Faltoj wenn nssl, periodisch ist» und dann die P«ri«b 
Mist ^ 

Beispiel 6. £s sei ^^^^^ 9 wo a uod 6 positift 

Grossen sind. Alsdann Ist %s=a, 91=56$ setienwir also wieder 
l» = ^=rs=«=ls 60 linden wir: 

I 1 _ 1 j 

^ I (t* - a+ 0- (u— a— 0" 1 
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bcprümUt durch äit Bettackümg der Int9§rmi§ 4ic. M 
£• wkd Aber leiekl btdrieMi, date 



»-1 — 1 



aod 



— 1 —1 

Nach den Erörterungen der vorhergehenden Beispiele ecbliessen 
vrir also« das« ^=ü» weoo i» eine ganze Zahl und > I, and daee 
^=2fft, wenn nssL 

Dasselbe gilt, wie man ieicbt beweist» wenn /*=^^^p^^ 

^ A= / " e ^ a 5S endlich wenn /i=: . . ^, a- ^' 

Beispiel d. Es sei ein rattonaler eehter Bniefa yen der 
Form ^ und es sei: ^2=:(s^ai)«i.(£— ii^>.*.,(f*aii)««. Als* 

dann wird fz fiir die n Werthe r=iii, z=CT2> 2=<T3 ,....,«= o« 
diskontinuirlich. Daher giebt e.s hier n Perioden J^, ^^,.,,.,Jn9 
weiche sehr leicht folgenderm.issen bestimmt werden. Zuerst ist 
za mericen, dass, wie man leicht sieht, wenn /: = /ii-f /sz auch 
äif£^ = J{fix) -I- Af%i)' t»t nun s. B. f^t iientinuirlich fär den 
Werth «1 f «il* weicher disicontinuirlich macht» se ist nach 
dem Froheren J(f^t)ssO und daher /1{fz)^J{f^z), Man ittnn 
Olm bekanDtlich fz auf die folgende Form bringen: 

A — — 1^ I "^"'-^ _|_ I -^1 



Ndunen wir nun das in den Torhergebenden Beispielen ßewie- 
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/. T00pan: Di§ TkMrtt der 

MD« sn Hülfe, so sehen wir, '4m 4s=s4i*^» 4^^=^^^ 

Jn=^Ni.2siL Wir wolleo dies dmch einige speneUe Ml 
erläutern. 

1 1 1 

Erster Fall. Es sei A = (,«.i^a(,_3)= 
eo ist = /faj=fm'> 

Zweiter Faii. Es sei A= (g^.4)(x_ 5)— ^4 
ist 4i=^ vnd ^^ = 8ffi* Die umgekehrte Fonktion » m 



} — sc.d!s hat also die beiden Indiens de^ Pcrii4 

citSt 6»» und dm oder den einen index proprius 29i (s. JaeoM 
„de fnnetlnnihns qaardrnplleiter periodicis"). UAdinte 

That ist bekanntlich 3.Iog~^ + 4.log^^; es bat ihi 

nach der Theorie der Logarilliuien y unendlich viele Werthe, die 
sich mu Vieitache von 2m — Z ,27Ü = 2m von eioaoder onttf- 
scheiden. * 

_i 4 • 

Dritter Fall Ea »ei ^= (,_2^J_s) =ilj-*-^' "'^ 

2.8 2 . 

^1 = jfft imd =gnt oder der iudex proprius a«4 

. # * . 

Vierter Fall. Ks sei endlich /'g= « . , =—7—. -3, n 

i P* dz 

l9t ^i=:^2=^Ji2'^^^^* Setsen wir nun 1 = 80 

o 

wird bekanntlich x durch das Symbol tangy bezeichnet Es id 
also tangj^ eine periodische Funktion und besttst die Periode s. 



Zusätze und benierkuageo. 

A. Wenn mau bei geometrischen Untersuchungen auf dtf 
fz^dz kommt und fz diskontinoirlich ist« so Ist iBtf 
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b€i solchen Quadraturen auf reelle iiikreniente des z angewiesen 
und muss daher, da sich das Integral keinem bestimmten endlichen 
Werthe annähert, die so {?e!nldete Summe besonders untersuchen, 
wobei besonders die hierher hezügjichen Arbeiten von Cauchy 
zu beachten sind. 

B. Wir haben gezeigt, dass das Integral / fi.di, obgleich 

fi zwischen den Grenzen (liskontinuirÜch wird, dennoch so gebil- 
det werdfni kann, dass «lurcli eine passende Auswahl von reellen 
und imaginären Inkrenienten die Diskontinuität von fi vermieden 
wird. Dies gelingt jedoch nicht, wenn fz für eine der Grenzen 
seihst diskontlnaUlich wird. Daan aber mßibrt man folgendor- 

ft,dz und / fi,dzi 

alsdann lässt man e in's Unendliche abnehmen und findet dann entwe- 
der/ fz,dz=ih\fik* § fz,dz oder / fz.dx=him.i fi»dg. 

9 a a a^e 

C. Der verewigte Jacobi bat in seinen Vorlesungen über 
elliptische Funktionen ebenfalls angedeutet, wie man die PeriodI* 
citit ans der Definition der Integrale ableiten könne. Er leitet 
die Periodicität von der Doppelsinnigkeit der Quadratwurzel ab, 
welche In der zu iotegrirenden Funktion Torkommt. Das Integral 

— kann nicht seine Periodicität aus derselben Quelle bezieben. 



/ 



da ja hier kein Wurzelzeichen vorkommt. Ich halte meine obigen 
Erörterungen auch auf sinus, cosinus und die elliptischen Funk- 
tionen angewendet und die durch die Theorie bekannten Perioden 
wirklich auf diese Weise gefunden. Diese Untersuchungen, Su 
wie die passenden Umformungen und Erörterungen des Ausdrucke» 
nir die Periode ^ habe ich in einem besonderen Aufsätze nieder- 
gelegt, den ich dem mathematischen Publikum, wenn der vorlle» 
gende Aufsatz seinen Beifall gewinnt, fibergeben will. 

D. Aus den Formeln der §§. IV. und V. kann man sehr leicht 
die bekannten Cauchy'schen Korrektionen ableiten, welche bei 
Üoppelintegralen hinzugeffigt werden müssen, wenn man die Ord- 
nung der Integration umkehren will, und die zu intej];rirende Funk- 
tion zwischen den Grenzen diskontinuirlich wird« Diese Korrektion 
«Thält bei uns eine etwas allgemeinere Form, als bei Cauchy; 
jedocb spare ich mir das AnsiÜIhrlichere hlerilber för eine spfitere 
^we Notb auf. 
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Nene für die Gonstruction der Tafeln trigonometrischer 
Logarithmen wichtige Entdeckung 

▼on 

■ 

Herni Faul Escher*) 
in Stuttgart. 



ß i n 1 e i t u o g. 

Es wird in Folgendem versucht, aufzustellen: 

1} bis zu welchen Winkel werthen und von welchen Winkel» 
werthen an die Logarithmen der trigonometribchen Functionen von 
Secnnde zu Secunde, sodann von zehn zu zehn Secnnden und 
endlich von Minute zu Minute in den Tafeln ancrpirelicn sein müs- 
sen, um bei Anwenduni^ der in den Tafeln unter der Columne 
Diff. 1'' vorkommenden Diflfcrenztheile vor Fehlern gesichert zu 
sein, — wodurch zugleich dargethan wird, dass die Grenzen, zwischen 
welchen die Ts|felu die Logarithmen der trigonometrischen Func- 
tionen von zehn zu xehn Secunden und die von Minute zu Minute 
enthalten, nicht richtig gezogen sind; 

2) wie man, wenn die Logarithmen der Sinus zweier um eine 
Secunde oder um zwei oder um drei u. s. f. Secunden verschiede* 
Der Winkel gegeben sind, sogleich den Log^ithroen des iSUius 
för den nächstfolgenden» beziefaiuigsweise am eine Seconde oder 



♦) Verfa*«er der Schrift: .»Neue Behandlung des j en ig^'*" 
Theils der Geometrie des Raums, weicher die Terschtc^c- 
nen Lagen gerader Linien and Ebenen belrachlet. Slait- 
gart. 
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in mm oder ob iM oder u.«. f. 8mnn4m h^ikmm ^WiaiwU mit* 
tobt der gemeinen Le|teHtimeii finden kann» ein Verfnlnen« 
M welches sngleicb die nOthig werdende Correction nnserer 
Tafdn der trigonometriecben Legarithmen sehr erleichtert wird; 

3) eine neue» ganz Icurze Theorie von dem Verhalten der 
Differeosen der Logarithmen der trigonometriacheii Fonelloiien 
iMaapt 



Vorbemerknogeo. 1) Die hier au (gestellten Betrachtangen 
wrden sich, weil sie sich auf die Einrichtung ffer Tafeln bezieben, 
nur auf Wiiikelgru^sen erstrecken , die kleiner als 90^ sind. 

Q Für einen aolcben Winkel A ist BlnA<l und ooe^<l» 
iIm logain J<0 und Io^cobA^O, Sentit sind die Legarittmen 

Sinus und Cosinus negativ. 

ia den Tafeln kommen jedoch die Logarithmen aller trigono* 
«liiBcben Functionen poaitiF — weil um die Zahl 10 vermehrt — 
1. Man mnes daher an jeden aus einer Tafel entnommenen 

logaritbmen einer trigonometrlaehen Function (^W) anbüngen, 

Ah. von demselben die Zahl 10 subtrahiren, um den wahfeu Lo» 
gültiimen der betrefifenden t uuctiun zu erhalten. 

3) Die in Folgendem citirten Seitenzahlen beziehen eich ein Ufr 
alemal auf die 3Öste Auflage von Vega'a logarlthmitiach*trigo* 

Dometrischem Hau d buche. 



I) Von den Logarithmen der Sinn«. 

Sind A und B zwei ungleiche Winkel« z, B. > B, so iat 
nch 8lnil> sini?, somit auch log sin J > logslnB. Stellen nun 
• md 6 die positiven» in den Tafeln vorkommenden, also (a — 10) 
aid(6 — 10) die negativen, wlrkfichen Logarithmen von sin^ uod 
vor, so ist 

10> 6—10 
5>? 

IWia li^ der Grand , warum die in den Tafeln vorkommenden 
^lriilnea der Sinus mil den WinkeUi selbst wachsen (sich ver- 
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l^dm^); Dem* positiven Aosdriidsi tvMlM wir 



$. 2. 

t 

= (siD^« COS co8^ . siD ^) . (sin ^. COS ^ — cos^ • sixk H) 
= sin . cos 2^ — cos M . sin 
r ssitiM<l-^siii^i^)--cos>^.8iD^^, 
ssinM— (««D*^ + cosM).sina^ 

♦ . . . ' 

Aus iler hier antwifikelteo Formel - i 

sin U . sin i?)= sin 2 J-^sin 

•i 

ergibt sieb 



I. . , . . sinM — sin^B 

Letztere Formel kann benutzt worflen — wenn die iog.sin zweier 
um einen Winkel B verschiedener Winkel A und {A — B), sowie 
der Iog.sin des Unterschieds B. gegeben sind — den lof^.sin des 
nficbstfo^eudea, heaebnngsweise um B buhern Winliels (^-|- 
20 finden. 



Sei 



also 



Beispiel. 



ued 

f ^+Ä=io20' 21*: 

In den Tefetn finden wir 

logsiniisr7»771d322 
log siu — = 7,7? 1 5700 

bgeinJhsd.68fii74a (Sflün Mk> 



^ Seite 211. ^ 
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Zir Bcffechnmigi iw f«g8lii<:if'f»^) lailtalst' dilr «mgegetaMn Fmr- 
ndtönnen wir uns folgeodob Schema« bedlefiens 

1) 2logsinÄ= 9,3711498 -20 ; 8in2/?=0,00000000002. 

3) Iog8in(^-^)= 7,7715760-10 
8) log8in(2l-|-^)= 7,772:?882-]a 
1q der Taiel Seite 211. erblicken wir aber, dass 

logstn(il -1-^=7,7722880— 10 

ist, dass somit unser durch die oben aufgestellte Herechniinr^ er- 
bKenes Resultat von dem ivaluen Werth voo \o§ sin {A-^-Ji) in 
^er 7ten Dezimalstelle um 2 differirt. 

Der Grund j dass der aus der Formel 

■ 

• / A , sin 2/1— sin ^/^ 

Miaommene Werth von logsiD(Yl-t-yi) in den meisten Fällen in 
^7ten Dezimale unrichtig wird, liegt aber theilweise darin, dass 
-obgleich der W^erth von logsin^ auf 7 Dozimnlen richtis^ c^e- 
i3(>mmen werden kann — der aus ihm getolgerte von 21ogsin^ 
und in Folge dessen auch der Numerus sin^^ des letztern in der 
*ten Dezimale meistens UDricbtig sein werden, weil beim Dupliren 
m log sin ^ die nach der 7teD Dezimale folgende 8te auf die 7to 
«ehr oft eloefi Eiofloss ausQben kann» der «. B. M Aus(iihniiig 
«Nger RechmiDg unbeaehtet geblieben ist 

4 

* §• 3« 

Oividiren wir aber die Seiten der Glelchnng 

. »X sin sin 
sm(J + 2?)= 

^neb sini^, so erhalten wirs 

8in(J+Z?) 8inA sin2J? 



sin A sin (A — B) sin A . sin (A-^'B)* 

üie Gleichung, welche, wie wir in den §§. 12. bis 14. sehen wer« 
^en, sich zur Berechnung von logsin(^-f ^) den Werthen 
tonlogski^, logsin (J— ^) und logaihjß besser eignet», iyiaisfern^ 
•iaiogsi»(^4^ m£ 7. Dezimalen gebaa gibt.. >«ii> ^"-^ 



r 
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>4 Am«»|^«|^ *>iii^ ui*d — Bj find ^ifoiiji ^iai 



l/Hj/^ '/^-fj kWnitff nerdiM, SeUem trk fiener ii 
B^r (leUfkk 9mm Hrrmiv) wU gAm A m 



•Biel») iSÖC-r; -^•(JK-.ÄO •«(JC^9*>>VÄ 
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^,x^r, ?!sl±^, 

— — j-^» ■ ÄöWr» '"'•»iJl^*^ 



meiste difffr» iHtu 
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li^totm <ü«QliiiDg Iniiii uttigtlbmit wflirdmi in ■ 

Da der AoBdruck. ^^p^ sto(il— ^) P*^** ^* 

sin (A—B) siD ^ 

and auch 

\ogsinA — Iogsio(^— Ä)> logsin(^ + i?) — log sin i< 

Ist, d. h. dasa. für drei auleinaDderfoigendej uin gleiebviel Ter* 
achiedeD« Winkel der Zuwachs vom log sin des kleinsten bis fm 
log sin des mittleren grSaser als der Zuwachs Tom logsin dw 

mittleren bis zum logsin des grSssten ist Dem ist zuzuschrei- 
ben, warum in den Tafeln, während die allniühligen Zuwachse 
der Winkel gleich sind, die ihrer logsin beziehungsweise abnehmeo. 




Betrachteu wir die Gleichung 

e\nA ' 8\n(A + B) Bva^B 

siaiA-^B) smA sinil.sin(il»^ 

«och einmal nfther« so linden wir« dass, wenn B constant bleibt» 
A hingegen wSchst« sin^ und sin(il— -B) und somit auch das 

sin a ' 

Produkt sinil.sin(^ — B) grosser : der Quotient - — ^ — ^—7^^ — 77; 

^ ' ^ ^ sin/l.sin(yi — B) 

und mit ihm die links des Gleichheitszeichens stehende Differenz 
hingegen kleiner werden. Setzen wir ferner in obiE^er Gleichung 
B = l" (gleich einer Secunde) und geben A so nach und nach 
die Werthe 

In welchen X voriliufig noch unbestimmt ist» so erhalten wir: 

,9ln(JC-ltn sin (X-^rrsin (X-^^). m{X^lfr)^\^irx) * 

1,, sin(Jr-8") tAniX^r^ srnH" /sinr'\^ 

1pt«|a(JC-«^) ^Bm(Xr^) '-'mm(X^8f) Mm(X^Vy^\SalO ' 
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^ sin (JC - 8") «In (jr ^70 " «1« (2^—7") $io ( A— tT) -^U»" ^) ' 



sin A 



siii(A— 2") sin(A 



- F} »in (A — rO . «in (A-2'0 ^ ' 



10 



8in(Ajf n 



^ 6in(;r+3-') 



sin(A-f 2") 
■«n(A+r) 

sin (A4- 3" ) 
sin(A + i'0 



_ sin«]" /sinry 
sin^^ /sinVX'* 



sin«r 



/sinl 'y 



«in (A + 2^^) sin ( A + '6") «in ( A + 3") sin (A + 2' 



g^sjn(A+9'0 sin(A+l(r) 



/sinFN 



•in(A+8"> »in(A+r) -"8in(A + 9")-«io(A4:Ä; 



§. 5. 



Da miD die Quotienten 



•in(A— lO'^)' sin(A-9'0' «in(A--.80' wn(A— 7*)' sin(A-rö 
mden «Glelebungen« sowie die Quotienten 

6in(A-H0 8in(A4-2 ^0 «in(A+3'0 8in(AH-4*) wn(A-Ha >) 
äoA ein(A+r)' «in(A+2")' »ln(A+a»)* -"ainCA+y") 

IE dan jSGleicbnogeii« in der Ordnung von linln nach rechts abneh- 
nea» ao lat klar, daas unter den erateren Quotienten. 



sin (A~ 9^0 
sin (A— 10^) 

QBter den letzteren 

sinCA+JO 



un« 



61Q 



A 



und 



sin X 
ain(A-n ' 



8in(A+10") 

sin (A + y"> 



iffl ndaten differiren. 

Ihre Di^Tereo^eo 



shi(.Y— r) 

0ln(JC-lir)^sin(JC-^l«) 



r 
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siri<l aber beziehnn^weise clen Siunim n derjeniiTen Differenzen 
gleich, wrirhc in d©n,a(ileic}iiin'j,<'ri tiiiieiätit* und in (f(Mi ßUiti- 

ehiiageu audererMito liolu der CileiciibeitezeicheD «teheo* Damm iit 

sin (A --9^0 BmX /gSii F y • ; , .tK 



Es erejibt sich ferne? in Folire der in §. 4. angesfeÜteo Be- 
trachtung» ilass wenn z. B. in de» pGlfMeliun^en X wächst; die 
Differenzen lir^k« i Hanf? der Gfeirhheit^zeicheii und somit aach diö 
8aQime dieser Uifierenxeo oder die dieser Smume gleiche Diffirai 

mp(2: + r) sin (A4- 10^0 

abnebmen. 



§. 7. 

• * 

WeoD' wir die Tafeln der gemeinen Logarithmen darchblittm 
•6 flnden irlr» dass wenn swei unftchte Desimalbrlicbe (tod deon 
al^ jeder grOsset als 1 ist) um 0,0000001 Von einander ▼arseUe- 
den sind, Ihre zugehörigen Logaritbnieo einen Unterschied haben, 
der höchsten^ 0^000000485 betragt (Vergl. Vega pag. 6. uud 186.) 
Bestimmeu wir nun X so, dama 

^/«inr\* 

'^\S^) ='0»ÖÖ00001 
wird, so folgt ans 5., dass 

sin(JC- 10") ~^siii(JC— i*) > ^'^^^^^^^ 

und 



slnC^-f^) B!n(^+l(n 



wbä, ans {. 4*« daii.veD.jdeB Qiietienten in den ^Ukicliiuigec 
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gin(W) i ÜKXfy) «IlK^y+a^) 8in(^-|-4^) 8i n(X-t-iy) 
\»ioJC * smiX^Vy «in(A+2")' 8in( — sin {X 4 ö*/ 

denen jeder grösser al« 1 ist, diejenigen zwei, welche den 
g^ussten Unterschied haben, nicht einmal um 0,0000001 und so- 
mit ihre auf 7 l>ezi malen berechneten Lo^^arithmen nicht eioroal 
um 0,0000000435 differiren, dasä daher die iiogaiithmen Q|iiger 
selio Quotienten auf 7 Dezimalen im Allgemeinen ab gleich ange- 
sehen werden dürfen. 

üczeichnen wir den auf 7 Dezimalen uerechneten Loijarith- 
men eines der obigen Quotienten mit a, so hai/eu wir demnach : 

17) logsin(2:-|- logsin jr:^a, 

2y) logsin(2: + 2")-log8in(A + rO=«» 

3/) log8in(:^+3")— logsin(A + 2")=«, ■ • 

4y) logsin(2:+4'')^log8in(jr+3') = i^, 

• • , • ■ 

• • • 

• • • 

10/) log8in(Ä+10")-Iogsin(ir+9'')=i. 

Addiren wir die Gleichungen 1/) und 2v); zu der Gleichung« die 
herauskommt, die Gleichung 3*/); zu der dadurch jetzt hervorge- 
rufenen die Gleichung 4y) u. a. f. und schreiben den dadurch ent- 
standenen 9 neuen Gleichungen die Gleichung \?) vor, so ergibt 
Sich naebfolgende ZuaamMnatellung: 



1*0 


logsin(j:+r') 


— log6in^= i.a. 




log sin (^ + 2") 


— logsin Jr=r 2.0, 




logain (JIC + 3'0 


— log sin JIC =3.11, 




log8inC^ + 4") 

• 


— log8iiiA';=4.a, 

• • 

• • 




• 

log*8in(j:+10"} 


• • 

• • 

—log ein X = iO. a. 



Aus der letzten Gleichung erhalten wir aber ^ , 

Ioj;sin(jr+I0") — loi?8inX ' ' 

a= jg 

Wird dieser Ausdruck für a in die 9 andern dGleichungen anlast!* 

tuirt, so eM»ch«inen: ' 

" •''...* 

1.^ I • /v. i/'x I . y , 1ogsin(A>IO^-:-'.foy smJt. 
1*) logsin(Z-|-J );=:log8inJLH s 1 ■ , r ,,:y 

V) logsin(X+2 ) = Ioj5biüA-| JI _ 2j ^ 
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• • • ' 

&lgt «ber an {. 6. dentlidi, daM di» aw der Pag Mc tl 

entspnmgcnen mid cGlekiraDgen, ireno sie eionial filr ciM 
gewiwen Winkel X In dem ebeo angefliltrteii Sinoe riditig tili 
aocb noch so gelten, weno X wSchst» eben irell in die^eni Falb 

die erwäliüle Cugleichung nach §. 6. um so mebr noch staiuiudet 

§. 9. 

Um nnn aber X am der Gleiebung 

9. (?|^J =0,0000001 

zu bestimmen, faaben trir durch Logaritbmirung der leiten vor- 
stehender Gleichung nach 10: 

log9 + 2(logein l''--logsin X) = iogO.0000001 

oder mit Flflire der Tafeln: 

0.9&42425 2(4,6855749— 10- logsin JiC)= - 7 

2(4,6855749- 10— log sin X)=— 7,9542425 
4,6855749— 10 -logsiflJC =—3,9771212 
8,6626961 - 10 Flögeln X, 

und es findet sich, dass der Winkel X zwischen den Winkel- 
wertheo 2« 38' 10" und 2^ 38' 20' liegt. 

i. 10. 

In den 7steini»en Tafeln brauchen daher nach §. 8. iedenfall> 
vom Winkeln erth 2" 40' an die Lo^jarilhmen der 6iaufi nur nocii 
Yon zehn zu zehn Secunden angegeben zu sein. 

Die z wisch eniiegenden log sin von Secandezu SecandekoonH 
nacb den cGIeicbangen berechnet werden, wobei noch zn bencr* 
ken M, da«« — neben dem in den Talein ang^ebenen W<f*< 
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l0g0lii eines jetfen, de« Wiiifc«iW6rtk 3-^ 40'' ülMmgeiideii 
Winkels JC — flir den in den e61eidian$^en rorlcemmenden Aoadrack 

w 

♦ 

der zugehöriere W^rth sich vor6nden kann, und zwar mit 10000000 
vervielfacht, damit «eine, zu viel Platz verfipeireoden Dezimaieu 
«^i«Jlen. 

§. 11. 

Aul ganz fihiilidie Betrachtiinsren gestützt, wie die jler §§. 4. 
bk 10. findeo wir, indem wir Ä nach der Gleichung 

(sin l^V 
) =rO,ooooüQi 
MtlX/ 

bestimmen, 

einereeits, dase in den Tutelligen Tafeln vom Winkelwerth 
an die Logarithmen der Sinua nur noch von Minute zu Mi- 
nie angegeben zu sein brauchen, 

andererseits die Regel, nach welcher die log sin für die zwischen- 
tiegenden Winkel von 6ecunde zu Secunde gefunden werden. 



fi. 12. 

Ebenso kann gezeigt werden, dass 

WinfcelweHfa 0<> 52' 80* an anter je 3 aufeinanderfolgenden Winkel 

von 1* zu I*, 

10 14' 40",, „ „4 „ Winkel 

von r'zii 1", 

10 31' 20» „ „ „ 6 „ Winkel 

von l*znl^ 

I0 45'3ir„ „ „6 „ Winkel 

von 1" /AI l'^f 

10 Ö8' 0"„ „ „7 „ Winket 

von 1' zu l*', 

2<> ysr,, „ „8 „ Winkel 

von 1* sn 1*, 

• „ 2oiU'30%, „ „9 „ \Vihkel 

von 1" zu 1", 

20 29'ir„ „ „la „ Winkel 

von r zu l" 

TkeilWUI. 19 



Digitized by Google 



l|#riakiii^«iMs 41« DUhrtiim dm loffih wwtiffr wMßm ii » 
Wgtmiw (diraellMpi auf 7 lMhnal«ii als eonatsabt angMahanp «fr 

den dfirfen *), 

Letitm Reaaltafe alnd noeb angefilhrt «rordeii, weil aiam 
jjjraaaani Nofien alall für die Bereehonng der logain von Secawli 
aa Saodndei la dea Tafeln von Ve ga finden wir ninll'cli 81 MI 

bfd 228. die lo^sin von Secnnde zu Secunde h\8 zn 1^99' 
geben. \wilireiKi «liescIbtMi , wie bereitfii gezeiüt \\ur(io, etwa bb 
'J " 40' berechnet sein sollten. Wir beschr;it»k<Mi iin> aber, anzD- 
1 deuten, wie von tiiee^en iehlentlen iui; sin die zwischen i^32' un^ 
l* 45' 30^ am achoelistefi hergestellt werdeu können, «-^ Qa4ö^ 
laaaea dem Leaer, die«ea Verfahren wenig medificirt^ .aaw||F 4» 
aen Grdnde aaf die fibrigen fibenratrngen. 

Es haben abt-i unter 5 aufeinanderio^genden der Winkel zwi- 
schen 1^ 32' und 1^ 45' 30", wie wir oben gesehen haben, 
iogafai aweier aufeinanderfolgender derselben eine constante Dilb' 
rena. Wir bmaehen daher hier bloa die logain der Winkel m 
4' au 4* an bereehnen. Die awlaebeaUiBgenden ii5nnen 
eingeaebaltet werden. Es Jat aber klar, dasa, wenn die U%A 
tweler um verschiedener Winkel irecjeben sind, der des näclw^ 
folgenden beziehungsweise uiu büheru Winkels aöglelch mittelst 
der Formel des §, 3.: 



sin(.4 + ß) 
bereehnet werden kann. 



sin^l 



8in«l? 



9in(A^B) sin A ,sni{A — 



ß e I a p i e 1. 

Wir eatnebmen ana der Logarithmentafel Seite 228k : 

log sin 10 32' = 8,4274621 — 10, 
logain 31' 06' = 8,4271474—10; 

Seite 206: 

logaiaO«» 0' 4' = ^2876349 - la 
Um nun iogsinl^ 32' 4^^ zu berechuen setzen wir: 



a)'6l6idiet findet ctatt 

vom Winkelwerth 22 3' an tur tiui, 

320 4# ,201, 
40" 34' „ „ 1801 
aaftiaaadeilblgeede, nm je ein« Kecnnde versehiodene Wiokel eliu 
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Jf^O^^C 4^ il est !• 32', 



.. I 



folglich 



und eotwerfea folgendes Schema: 



.l)logsifi(il-f^^ 

" 8104 

1) logtiio J 

2) log6in(il-j9) 



=8,4277766-10 

=0,00031449 (S. 186.) 9) 

= M27462r 
»a^l474 



=0,0003147 



4) Iog8ioil.«iiii(^l-^=6354G095— 10 

5} 2 log Rio B =lü,57ö2698-.20 



6) log-. 



8) 



sin A 



=3,7206603-10 7) 



=^1,0007244 



=1,0007249 



§. 13. 

Da ivir aus den {}. 3. und 4. wiR«en, da88 die Quotienten 

8ii» 10^32' sin 1« 32' 4* sin]0 3 2' H" 
^iuT"32' sin 10 32 4^ 



sin P 31' 56"' 
and ebenso die Quotienten 

sin 20« 0' 4" 



rr etc< 



sin«0« 0' 4" 



sin P . 32' . sin 1« 31' 56" ' sin !<> 32' 4'' . sin J« 32" 

sin WO' 4" 



sin 10 32' ö".8in 10 32' 4" 



etc. 



in der Ordnung von links nach rechts abnehmen, aus obiger Be- 
rechnunii ferner ersehen , dass also jeder der erstem Quotienten 
zwischen den Werthen 1,000000 und 1.000725 nr.d jeder der letz- 
tern zwischen dün Werthca 0,0(HMJ000 und 0,0000006 steckt, 
ausserdem noch l>enierken (vergi. \ e^a ]>ag. 186.), dass — wenn 
ein Numenis, der zwischen 1,000000 und 1,000725 steckt, sich 
blos in der 7teti und Steu Deziniale ändert, — ' das, um was da- 
durch sein Logarithmus sich ändert, aus der Aenderung des Nu- 
Siems mittelst der rolunnie P. P. S. 186. oben sieb entnehmen läsat, 
ohne dass man den l^ogarithnms selbst zu kennen braucht; so 
(uhrt dies zu viel einfacherer Berechnung der log sin von 4^' an 4". 

19* 



-1 
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Um diess an dem Beispiel d«r Berechnniig von log sin P 32' 
sa zeigen, haben wir: 

1) log sin ^ = 8.4274621-10 

2) iogsin (Ä^B) == 8,4271474-10 

3) logsm/i.slii(il-l?)= 6.8546096-.IO 

4) 2log8inJ? = 10,5752098 - 20 

6) log . a,720ü(iOa~10 
' »sin J.sin(il — If; 

^ »''8ioS^^)= 0.00000062 ==d.rAe»d«..oo^-i;^;^_yj 

0.000000212=: der entfipreebeiiden, UR- 

mittelbar ausderColumne 
^ P. P. auf Seite ISti. cut 
nehrobaren Aender. von 
sin A 

0,0003147], = 'og g|n(^_ g) selbst 

Ofimi4Si =log— 

8,4274021 =:logsrail 
M277766 =logsin(.4+^, wie im 
vorigen Paragraphen. 



«. 14. 

Da die Aenderung von Jjj^^jlTg) ^ Dezimalen genau 
wird, die von log ^7-,— 77: aber mittetet der Tafeln von Vega 

81 f» {A — iS) 

pag. I8ö. aut 8 Dezimalen genau «ich angeben Lösst, 80 ist «0« 
obigem Schema leicht ersichtlich, dass log ^'"[.^^^ — u. Iogsin (A -^B) 

auf 8 Dezimalen berechnet norden können, so bald iogsin J und 
log8iri(^ — auf 8 Dezimalen angegeben sind. Wir werden t^^^ 
nicht vollkommene tiaraAtie dafür leisten kOnnen» dass Iogsin 
auf 8, wohl aber nm so eher, dass logsui(il-h^) aof 7 Ueimi* 
len genau Ist« - 
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1 



W«iin ^her auf Uneml cAn# W^jm 

log sin P »2' und lo|(«iD ]<> 31' 56« 

lof 8 Decimaleu genau berechnet werden, so künuen wir die 
lojtsin der folfifenrfcn Winkel von 4" zu 4" bin xu r'45'30" auf 
i üezimaiea überhaupt, auf 7 Dezimalen aber genau berechnen» 



IL Von den Logarithmen der Cosinus. 

§. 15, 

Der Ausdruck qosA und mit ihm log cos ^ oebmeu ab, wenn 
A wächst. ' 

Somit ist der Zuwachs vom log cos eines Winkels bis sum 
ligcoi eines grosseren Winicels negativ. 



Ganz, ähnlich den Formeln der §§.2., 3., 4. liir diesinns linden 
vir für die cosious: 

« 

cos (ä-^B).co8iA-ß) = cosM - siii^n, 

^AKD\ eosM-sitt ^g 
cos(^+g)^ i^sC^-fiT' 

cos(^ -f g) _ con^ 9m^B 

cosA "eoBlA — B) cos J. cos — B)' 

cobA cps(^-»-g) Ein^ß 

ewlA^B) cosA cos A . cos (A — B) * 

cos A ^ cos (A + B) 



, cos(^^i?) cos^ 

log cos J — log cos (-4 — iß) > log cos (/4 + -ß) — log cos A, 

Ans diesen Forfiela Isonnen alle weiteren Eigenschaflen der 
log cos ganz so abgeleitet wer^en^ "wle aus den 2., 3., 4. die 

der log sin. 

Es k ninen aber jene Eiirenschaften ebensowohl aus denen der 
Ugariibmen für die siuus durch ^t^putzung der Gleichung 

cos il =::sin(00^ « ^) 
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^i ^m iwrf. . Jkm fit' Mh^ 



gefbndmi mid mit Hllira d«r toM«m FühimI «■gltidi dkl 

6pitz6o Winket auä den Tabellen bei den log sin entnommeii trerdei. 

Ao« den eben angefährteo Gründen halten wir es unnutbig, 
düi'Leser'iiilt den Untetfe«cinkng«ll flbef die logcm w^Hcdr'n Im ' 
llMg0ii«iiiid .gefeflo dahCT liberiaf 



UL Von dooLogafithmen der Tangente» and Cot angentta 

J. 17. 

sowie lo|^tg^ wachsen mit A selbst. 



Der Zuwachs von logtg einen Winkeln bin iogtg einen grillt, 
m Winkels .ist daher ponitl?, • 



Wfr bedleiknn ferner, wann wir rflekwSrtn achHenaen» 



log tgul - logtg{J -Ä) = log tg( J + - log tg J • 



oder 



^tg(J— 2^)^ » tg^ 



sein wird, sobald 



oder 



oder 



eder 



t^iA'-B)^ tgA 

^ ^^l-tgA.tsB'T+i^ÄÄgß 

■ 

> tg^^— t?^ /? 



Digitized by Google 



oder 



< 



oder 



oder 



oder 



> 



< 
> 



< 



«ein wird, d. h. das» für drei aiifmnanderfolgende, um gleichviel 
verschiedene Winkel der Zuwachs von logfg des kleinsten bis 
logtg des mittlerco grueeery gleich oder kleiner ist als der Za* 
Vachs von log^ des mittleren bis logtg des grSssten« je oacbdem 
der mittlere Winkel seihst kleiner, gleich oder grosser als 45*'^ ist. 



$. 19. 



Wir habuii 

10gtg(il-h i7)^logsin(2l ^J^MdgcosU-f 10» 
legtg (ii -10 =t Jogsio ~ i^--log cos ( J-^ a)s 

• ^ 1 ' II-..- 

I ■ tüA sin^ OOS 4 : 

^^-B) ~ «io — ~ cos id-Jti)' 

«s. Uil> Ii "fi . ^ u' • ■ ■ • ■! ■ - iV'» -.'. ' ". u( 

*1 Hieraiu eririebt m}eh da« 6«»9ets: \ 
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'log- 



Noo ist nach {. 16.: 

cos A cos B) 

folglich aoch 



nod 



, cos cos (^4 + i?) 



also 



Die 10 Loi'arilhuieii 

welche positiv sind, nehmen« wie wir aus §. 5. ersehen kunnen, 
in der Ordnung von Itolcs nach rechts ab, ebenso die posiüreB 
Logarithmen . 

^°»~~tsX^' '^'^OThTÖ* '^^ti(Xf2'Ö '^'^IgcÄ+yT 

so lan!re bei diesen Iceiner der Torkorumendeo Winkel den Win* 
kelnerth 45*' ül>eriai^t. (vergl. 18.) 

Nur unter der letzten Voraussetzung folgt aus der Ungleicbimi 

. \zA , tu'M+i?)^, sin^ , sin(/l+i8) 



dnss ilas iViinehmeii der Logarithmen dei Tangenten - Quotienten 
iHclit so rasch vor sich gebt, wie bei den Louarithmen der Sinos- 
Quotienten. Wenn daher bei den zehn Logarithmen der Sioos* 
Quotienteo die zwei ftinMersten 
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deren Untorncbied am grOasteo bt, nicht einmal am 0,0000000^! 
diffetireo, — waf foo demjenigen Wertbe von X an atatCjSudet^ 
nw welchem aus Mos die log sin von 10" au 10". aufgestellt sa 
«tin briHichen, — so folgt daraus, dass bei den Logarithmen der 
TiDgenten-Quotienten die zwei äusöeröteii, am meisten von einan- 
der verschieden eo , . - - j 



■ «g t^ + 1 ") tslA-l-lO") ^ • ■ i 



OB 80 mehr nicht einmal um 0,00000005 differiren können, dafi^ 
folglich von 2® 38' bi« 45« auch die logtg nur noch von 10" zu 
10'' angegeben zu sein brauchen. 

Nach weiss man aber» dass 

logtg4S<>--logtg(45^>-^i!l).^Iogtg(46^fh4)— iogtg45<> ' 
•t. Da nun tg^<»=1/ also rogfg45o=0 ^t» so folgt hieräös: 
— log tg(4Ö0— ^) = + logtg(45o + Ä). 

Gibt man y4 so nach und nach die Werthe F, K— l", F— 2",«.. 
N-F— lÄ", SO erhäU man: 



If) — logtg(46o^ F)= + Iogtg(4öo+ F), ' 

- iog tg (460— F) =: 4- log tg (440 ^ y), 

29) -.logtg(47o^ r)= + logtg (430+ I ), ' ' 
t ■ •• • 

lOf) -logtg(5io— F)= + loirtg(Ä«»+F)-; • ' 
ll9) -logtg(55o~ F) = + logtg (350 -l- F), ' ' - 

und wenn man jede der Gleichungen 2) bis 11) von ihrer Torher- 
geiieDden subtrahlrt: 

1*) »ogtg(46o^F)-logtg(450-F)=logtg(45<>+F)--Iogtg(44HF)» 

2^ ) iog tg (470— T) - log tg (460- Y) = log tg(440f F)-logtg(43o+ F), 

3*) log tg (48^»- F)-logtg (470- F) =log tg(43^+ F)-logtg(420-H:), 

I i \ i 

: : 1 ' 

I0*)logtg(66«- F)- togtg(^<>-^==lagtg(Äa+F)^logtg(3bo+^ 
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Es ist klar» chiss -vrenii die Diieteozea linker Hand dss 
Gleiehheitszeichens einander gleicli gesetxt «rerden, soliald dieje- 
nigen zwei unter iiinen , welche am meisten von einander verschie* 

den sind, nicht einmal um 0,OÜ(XXX)05 differiren — .nn h die Diffe 
renzen rechter Hand in demselben Sinne einander gleich sind. 
" Bei den Differenzen linker Hand der Gleiclibeitszeicben tritt 
aber dieser Fall ein, so lange die dort vorkommenden Winkd- 
grdssen 45«— T, 46«- T, etc. zwischen 2« 38' und 45« stecken, 
was stattfinden wird , so bald die recbter Hand der Gleicbbeits- 
selchen TorkomnMNideii WinkelgrOssen 45^ + y» 44^ + ^» ^ 
Bwiseben den Winkelwerthen 87^ il2' und sieb befinden. 

Folglich brauchen aoch zwischen den Winkehvertheii & uod 
87^ 22' die logtg nur von iü'' zu 10" angegeben zu sein. 

§. 21. 

Eine der vorigen ganz ähnliche Untersuchung lehrt, dass die 

7stelligen Tafeln zwischen den Winkelwerthen 6*^ 46' und 83® 14" 
sogar nur die iogtg der VViukei von Miaute zu Minute zu enthat- 
ten brauchen. 

§. 22. 

Die Eigenschaften der log cot lasse» sieh herieHen aus denss 
der logtg entweder mittelst der Formel 

cot^=:tg(900— ^ 

oder mittelst der Formel 

logcot^ + logtgil=U *), 

welche beide Formeln logleicb daaa dl wen künncn» den log cot 
eines Winkels In den Tafeln, unter der Robrik log tg zu erheben 



«} HergfeUitet aus der Forind vvtAtg,A=!=^l» 

**y Gans unabhängig von den Getetsen der logtg «rgibt «tsb aedit 
wenn rückwfirte gesebloMeii wird, dsM 

log cot 4 — log cutC4 = log cot -f- B) — logpot A 

oder 

, WBafc(4^Ä)^ coli 
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iTtfi:st sind» und 00 
nen Richtungen hin »« 

_i(?stellt hat: 80 0che 
f !i K h nicht allen Nuti 

'i' n /ichcii lässt. So v 
lie^ ebenen Dreiecks: 

l;»«^st, so vvlirde sich 1 
italt gründe|f lassen, weU 




.'I. (Itc), (bd), {cd) 

üi»ri«;en Stücke derselben 
• i zu entwickeln > i«t jetst 
an einigen Beispielen i 
-itid daran noch dtii^e'alld 
'yraniide knüpfen. 




' Winkel (afj), (ac), (ad), {f 
^■<>n einander sind, sondern d 
^ ■ lcicliuni( Statt findet, eben 
***^>tMK'n Dreiecks durch eine Q 
^ '«^1. Ich glaube aber, dass 
* ' ^ ) < r U eiatioA , nie man : di4«e 
i^t'lation, qui existe eni 
o ( inq poi nts pris da 
l^aris 1806. |>robJ..;p 
^ 1 hl. II, S. 29L)*< findet, rü 

^'»^^-^ za wünschen übrig lässt« u 
selbst noch eipe einfachere, wc 
»^orm geben kann, als a. a. O. i 
■fc - ^^Sehend von den GleicbiiigeD 1), 
" einige allgemeine Betracht 
lg, mit denen wir uns jetzt zunächst 1 
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Hierio liegt der Grund, «raratn mao die log sin von zehn n 
«•hfl Seconden nicht schon rom Wiokeiwertb 1^32' aa begin- 
nen lassen soll, wie Vegs getbaa. 

Viel weniger L'mrpnauiLrkeUen vpnir-.ar!it in Veffa's Tafeln 
der zu frühzeitige Beiiijm <i» r Ion sin von Minute zu Minute (vom 
Winkel« erth 6^* an). Aeus?ier>t uberflüssii; jed'irh « ar es von 
Herrn Köhler, die log sin von zehn zu zebo 6ecaodea bis zum 
Wiokelfverth 9^ anzugeben. 

2) Aehnl'iche Beobacbtunf^n lehren ans, dass in den Sstelli- 
gen Tafeln die Jogsin von Secundo zu Secuade bis zu 0^ 16' 0". 
die von zehn zu zehn ^ecuudeo bi^ 0^' 41' O^' angegeben sein soUeo. 



Aphorktigcbe BemerkuDgen über die dreiseitige Py- 
ramide. 

Von 

dem Herausgeber. 



Wenn man die Seitenflächen einer dreiseitigen Pyramide dnicl 

o, 6, c, d und die von denselben eingeschlossenen Winicel dorch 

{ah), (ac), (ad)f {bc), (bd), (cd) bezeichnet, so hat man bekannt- 
lich, wie au» .der Lehre von den Projectionen aui der Steile er- 
beiiet, die vier folgenden Gleichungen: 

a = 6 cos (ab) -f e cos (ac) -f <2eos (ad) , 

b = ccos{öc) cos {bd)-{^a cos (ab), 
c :=d cos (cd)-\-a cos (ac) +6 cos (6c), 
ii=:aco8(aiO -l-^ eos(^) -I- ecoe (oO . 



Digiti^uG Uy Google 



bekaDDt auch diese Oleicbongfen längst eind» und eo viele 
Ootefsiicliiiiigeii man nach sehr veracbiedenen Richtungen hin aacli 
Selon über die dreiseitige Pyramide angestellt hat: so scheint 
saD doch ans den obigen Crleidivngen noch nicht allen Nntsen 

gezogen zu haben, der sich aus deni>elhen ziehen lässt. So wie 
sich aui die drei iiekauuten Gleichungen des ebenen Dreiecks : 

a=:6cos C+ ccos B, 
6=ccosil 4- a cos C, 

die ganze ehenp Tricrononieü ie gnuxlen lässt, so wiirde sich auf 
die Gleichungen 1) eine eigene Wissenschaft gründe^ lassen» welche 
m sechs gegebenen der zehn Stücke 

a, b, c, d; (aö), (uc), (ad), (bc), (bd), (cd) 

4er dreiseitigen Pyramide die vier übrigen Stflcke derselben au 
luden lehrt. Diese Wissenschaft hier «u entwickeln , Ist jetzt gar 

licht meine Absicht; ich will nur an einigen Beispielen den 
Jfotzen der Gleichungen 1) zeis^en und <l;iran noch einige andere 
Bemerkungen über die dreiseitige Pyramide knüpfen. 

II. 

Es ist bekannt, dass die sechs Winkel (ab), (ae), (ad), (bc), 
(6(Q, (cd) nicht ganz unabh.Sngig von einander sind, sondern days 
nrhcben denselben eine gewisse Gleichung Statt findet > eben so 
wie auch die >drei Winkel des ebenen Dreiecks durch eine Ulei- 
eoQDg unter einander verknüpft sind. Ich glaube aber, dass die 
Eiihiickelung diei^er Gleichung oder Relation , wie man di^elbe 
2. ß. in dem „Meiuoire sur la relation, (jui existe eutre 
Ips distances respectives de cintj })oints pris daiis 
lespace, par L. iN. M. Carnot. Paris IHOO. Pro hl. ^XII. 
(Geometrie der Stellung. Tbl. II. S. 291.)*' flndet, rück- 
«ichtlich der Einfachheit Manches zu wünschen übrig lässt» und 
^ass man auch dieser Gleichung selbst noch eipe einfachere, wenn 
»ich weniger symmetrische Form geben kann« als a. a. O. ge- 
*chehen Ist. Um dies » ausgehend von den Glelcbttiigen 1)» zu 
leigen, sind aber zuerst^ noch einige allgemeine Betrachtungen 
tiber die Elimination notbig, mit denen wir uns jietzt zunächst he- 
tdiäftigen wollen. • ■ " . i 

Weim man zwischen den zwei GrOasen a;, y die dfei-Qlftkliiil B ^ 
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hat, diei»e drei GleicboDgen nach der Reihe mit 

multiplicirt und dann zu eiuand^r addii so erhält man die Gleichung 

• «(Ol Ai— + (a^ — A^a)+ (oA| — baO 

Hat mao uua zwificbeo den drei Grüeseo % die vier 

GleiclmngeB 

ao erhält man aus denselben zu?arderat durch Elimination voo i: 

(«ii^s— <?a«a^^+ (^a^«— Ca^8)^= o^Ca — Cü«^. 

Wendet man nun auf diese drei fileichungeu daj$ vorhergehende 
Verfahren an, so ergiebt sich die Gleichung: 

+(«^— <?a«8)J ~~ (^«"a— W — — (äiC^— ^1 «Ji* 

Hflttelat leichter R^hnuag bringt man aber dieae Gleichung auf 

die folgende Form: 

» 't - 

0= atöri(6a<r8-*^*'2^3) + «2(^a<?i— ^^s^O + '^aC^i^^a— <?i*a)l 

■ 

ifidei Mcb auf die Form: 



I 
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+ — cÄj) («j «a — «1 «a) 
+(*i«i-'«l*t)(««s— * 

Daw tidi diese bemerkenswertbe ' Otelchmig ooiAi «nf verschle- 
deoe Arten umgestalten lassen wfirde, versteht sich ; tqu selbst» 

Hier mag das Vorherj^ehende genügen, indem wir von der vor- 
stebeudeo Gleichung nun sogleich die folgende Anwendung machen 
voUeo. 



lU. 

Die Glsiobiiiigen 1) kOtoQsn auf fo^ndeArt geßphiiehen frerden: 

b c ti 

1 = — cos (oÄ) + — cos (ac) + - cos (ad), ' ' 

w tt 

,6 c d 

cos(a6) =5" "~ cos (bc) - cos (bd) , 

COS (ac) = cos (oc) + ~ cos (ciQ , 

0 41 O 1 • 



cos(«l)=— ~««»(*«ö— '^«••(««O'f ~» 

0 H O 

I 

and setsen wir jetzt in der letzten Gleicfanng in II. fClr 

a, 6, c; 

^» ^8» ^> 



1. .il ' 

ii 1: 



^•cHve 



cos(fi6), cos (ac), cos(aiif); 
1, ^-co8(6e)> — cos(ftd); 

— cos (6c), 1, — -cosCcc?); - i- " ^ 

— cos(6d), — cos(c<i), 1; 



l» eoe(|i6>» .eoe(«e)r eeeM);' A 1 
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so erbaltea wir ans dei ia Red« «tebeiideir' Glelehang sogleich 
die folgeede Gleichuog^: 

0— ( cos {ac) cog {bd ) — cos {ad) cos (öc) 1* 

-H cos (ad) -f eos (ae) cos (cd) \ { cos (ad) -|- cos (M) cos(a6) ) 
— t cos (ac) + cos (ad) co8(cd) \ i cos (ac) -i- cos (ab) cos (be) | 
—•(cos (öd) cos {öc) cos (cc/) } [ cos(bd) + cos (ab) cos (od) | 
, eos (6c) ees (61;?) cos (cd) ) t cos(6c} ^ cos (ac) cos (06) i 
+ 1 1 — cos (c<l) cos (cd) U 1 — cos (ab) cos (a6) ) ^ 

also: '\ 

d) sin (a6)^slo (cd)^4 (cos(ac) cos — gos(o4)cos (6c))* 

= i cos (ac) 4- cos (ac{) cos (cd) \ { cos (ac) -f cos (6c) cos (ab) } 

+ ( cos(a€Z)-|- cos (ac) cos (c^/) \{cob (ad) -J-cos (6ii) cos (aO) \ 

I cos(6c) + OOS (6i2) cos (c<2) 1 1 cos (6c) -4- cos (ac) cos (a6) ) 

•f- (cos(6c2) -|- cos (6c) cos (cd) \ (cos (6«{) -|- cos(ad) cos(a6) }. 

Wenn auch diese Gleichung der sonst bekannten Gleichung 
zwischen den sechs Winkeln («6) > (ac), (ad), [bc), (bd)^ (cd) 
rücksichtlich der iSyronietrie der Form nachsteht^ so scheint mir 
doch der obigen Gleichung, die natürlich noch mannigfaltiger Um- 
gestaltungen, bei denen ich mich hier aber nicht aufhalten irill* 
fähig seiD wfirde^ dcfr Vorsag grosserer Eiofacliheii au gebfihrea. 



Wenn man die vier Gleicbfingen 1) nach der .Reihe niit a, 6» 
e, d moltiplicirt* so erhalt man die Gleichungen: 

a^=^ab cos (ab) -f accos(ac) -f ^ cos (ad), 

6*= 6c cos (6c) -f 6£lcos(6<2) -|- 06 cos(a6), 

c*sciicos(cil)-f-accos(ac) 6c cos (öc)» 

d^=, ad cos(ad) -i- bd cos (bd) -|- cd cos (cd). 

Zieht man nun von der Summe der drei ersten Gleichungen die 
vierte Gleichung ab, so erhält man.: 

a*+6*4'«^«^Ki^»M4N»s(a6>-fS««cos(ac) + 26e€es(6c) 



I 
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oder 

3) ^=za^ + 62 -f- 2ii6 co8(a6) — 2acco«(flc)— 26cco« (6c). 

Für (a6)=(äc) = (Z*t) = yüo ist 

4) ^:=:a^^b^^A 

Einen andern Beweis dieser merkwürdigen Sätze s. m. Archiv« 

Tbl. XXL S.352. Die obige Abieitong derselben riXhrt von Crelle 

(Sammlung mathematischer AiifsStze. BandL BerK1821. 
$. 106.) her. 



V. 

Wir wollen jetzt einen Ausdruck für den kSrperiichen Inhalt 
der Pyramide durch die sechs Stöcke a, 6, c; {ab), (ac), (öc) sttchenu 

In Taf. VI. Fig. 1. sei ABCD die gegebene dreiseitige Pyra- 
aide, deren körperlichen Inhalt wir durch P bezeichnen woUep. 
fmer sei 

^ÄBC=^a, ^ABD=zb, ^ACD=:e 

M h bezeichne die Hohe der Pyramide m Bezug aiu( ^ABC=^a 
als Grundfläche. Dieü vorausgesetzt ist 

Setzen wir nun noch Aßsssw, AC^y und ^BAC:=i€t9 so ist 
ofeobar 

A = — am (a6)= ~ sm(ac) ; 

also 

2ft shi (ab) = Aar , 2c sin (ac) = % ; 
vQiaas sich durch Mnitiplication 

46c sin (ab) sin (ac) = A^^ey 
crgiebt Nun ist aber 

ilso nach dem Vorhergehenden ; 

26c8ro asin (ab) sin (oc) s= oA*, 
<^oiaug sich s<^eich 

^UHL SO 
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. V^^a^c sin CK ^in(a6)8iD(iic) 

a 

folglich nach dem Obigen 



6) P= i y 2aöetuna8in(ab)m(ac) 

erglebt» ^ 

Nach den Lehren der tipiiari^chen Trigonometrie erhält man 
aber, wenn man sich ein der Ecke A entsprechendes sphäiUchet 
Dreieck beschrieben deukt, wie die Figur zeigte sogleich: 



CO« (bc) + cos (ab)cos(ac) 

COS «SS——: — r—jT . i 

sm (flu) Hill {uc) 



also 



• sin (aö)^ sin (cc )^ — kos (Ar) + c o»(aö) co& (ac)\^ 

8tna=5 ;. / /V • / ^ 9 

folglich nach (5): 
oder 

7) 

P=> V 2a6c. V HcoB[(a6)-|-(Ac)]+eo8(6c)Uco6[(a6)-(ac)]^co8(6c)), 

oder nach einer bekannten Zerlegung« wenn man der Kürze w^geo 

8) e=-cosi| (a6) + (flc) + (6c) I 
X cos i { - (a6) + (ac) + (6c) I 
Xcosit (aft)-(ac) + (6c)| 
Xeoeit (a6) + (ac)-(6c)} 

setzt : 

•bo» wie man hieraas leicht findet: 

9) P= I VTiZ^". VQ. 
Fflr (ii6)=(itc)=90i> bt nach 6): 

P = i \^2^6c . VI— CO« (6c)« = i V2ö 6J . V öiu (6c)«, 
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10) P=iV2«^csiu(6c). 
Aus der Gleichung 3) folgt: 

, a^^b^^ cä— rfg^ 2fl^cos (o6) — c os (ac) 

cos (6c;- , 

ibo 

Gos (6c) cos (a6) cos (ac) 
«•+6'+c"— il*^2a6co8 (flÄ)— 2iM?cos(ac) + 26cco8{ci5)co8 (ac) 

id^h ist von 

6111 ißb)^s\ii (ac)*-^ |cos(6c) cos (a6)cos(ac) p 
der Zihler: 

46^c2 sin (a6)* sin (ac)* 

— if*— 2ii6cos(<i6)^2iicco6fac)H-2&cco8(a6)cos(ac)}*^ 

tid 4Z>^6'^ ist der Nenner. Zerlegt man nun den Zähler auf be- 
laute Weise In zvrei Factoren« so wird derselbe nach leichter 
itdiDiing: 

-U« f 6^-1- c*—d^ - 2a6 cos(a6) -2ac cos(ac)-|-26ccos \{flb)^ttc)\\ 
XlaH 6*+ c» — d^-^^ab cos(a6)— 2ac cos(ac)+26c cos [(a6) + («c)]| ; 
iho ist nach 6) : 

11) P= 



T Xia 



— i a«+6*+c2— 2ö6 cos (a6) — 2ac cüs(ac)+2Äc cost(aÄ) — (ac)Ji 

2_j.^2_j.^;a_^2 — 2a6 cos — 2ac cos(ac)-i-26ccgs[(a6) + (ac)]). 

För (a6)=(ac) = 90<> Ist 

12) P= J v« . V — l a^ + (6 + c)* - a + (6 — c)^— ci»), 

10 dm sich also in diesem Falle der IcOrperllche Inhalt der Pyra« 

fiide bloss durch die vier Seitenflächen ausdrücken lässt. 

Bezeichnen wir den Halbmesser der in die Pyramide hescbrie- 
Bcoeo Kugei durch r» so ist 

3P 



r = 



so« 
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WO Q die sob Q bcfcamite Bedeoteng bat 

VL 

4 

-P= j V" 2äc<Z . V sio (ac)* sio (a</)* — Icos {cd) + co# ^nc) cos {ad) f, 

4 

also, W€DD man diridirt: 



1 

oder 



4/^ ain (ac)*aio — tcos (eif) + coa (6e) coa (oiOl* 

ain(6c)2sin(6f/)2 — {cos(cii) 4- cos(6c)coa(^P' 



6 4/^ sin (ac)^aiw(<Mf)* — tcas(crf) -|- cos(ffc)co8(flcQ)^ 

^ sio {bcf' sia — l cos {cd) + cos (6c) cos {bd) ;«* 

Setzt man der Kürze wegen: 

M =8in(a6)^sin(ac)^ — {cos(6c)4-cos(a^) cos(ac)}*, 
Jf' =aio(a6)^aiii(iii0»— |coa(6i0fcoa(a6)co8(iu0P, 
Jf"= ain («O^sio — t (c^Q-f-c^^ (o^) coa (ail) P 

and 

JV =sin(6c)«sin(6r/)*- {cof5(c(/) -f co8(6c)cos(6rf)»*, 
A''=aiD(6c)>8in(f^)2' Uo8(6i2) + cos (6e)coa(eiOP; 

an iat nach J4): 

W ^ = 2F* 

also 

FolgUcli ist nadi 6): ^ 

15) P=l V2S6i. V 5=ia V^2a. V^:?^*l. 

Daas sich noch Terscbiedene andere Relationen dieser Art 
ana dem Obigen ableiten lasaen würden » erbeüet leicht 
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XVII. 

Stadien zur mathemadsohen Theorie der eliistisdieii 

Körpen 

Von 

Herrn Professor Dr. Dienger 
an der poXjleclmbcbeii Schuie, sa Carlarabe* 



Navier im gieljcuten Bande der „Memoires de l'Acadö- 
mie des Sciences**, Poissoii im achten JJainle derselben 
Älemoiren, Caiiehy in seinen ,,Fxercices" inxl Jüni^st Lame 
in seinen L cm o ii s s u r 1 a t h e o r i e ni a t Ii e m a t i q u e de l ' e I as t i - 
cite des corps solides'* (früher schon ira VII. Bande des 
Crelle'schen Journals) haben die allgemeinen Gleichungen 
des Gleichgevvichta und der Bewegung elastischer Körper aufge- 
stellt und auf einzelne Fälle angewendet. Trotzdem dürfte es 
nicht blosae Wiederholung sein , wenn im Nachfolgenden versucht 
wird, die allgemeinen Gesetze dieser innern Bewegungen nachzu- 
weisen. Dass dabei Bekanntes wiederholt werden musste, li^; in 
der Matnr der Sache; doch glaube ich« dass selbst dieses unter 
aoderer Form erschienen ist. 

I. 

Beschaii euheit der Körper. 

Kin jeder Kruper bestellt aus Atomen, die ausserordentlich 
klein sind, deren Form wir ireiÜch nicht kennen, die aber jeden- 
falls eine bestimmte ist. Für den Augenblick kann man sich die» 
selben etwa unter der Form von verschwindend kleinen Kugeln 
vorstellen. Diese Atome sind umhüllt von einer Aetheratmosph&re» 
Wohld die Blasse einer solclien. Umhüllang» gegenüber der Mass* 
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des K5rpmtoms, selir klein ist. Ein solches Kdrperatom mit der 
dasselbe aingebenden AetherhfiHe bildet für sieh eine eif^ne Wel^ 
ein Molekniarsystem ; die einzelnen Molekulanysteme sind too 
einander getrennt durch Entfernnngen, die sehr gross sind im Ver- 
hältnisse zu ihren eigenen Dimensionen. Bildlich gesprochen ffellt 
also ein Körper eine Art Planetensystem vor, in dem jeder Pla- 
net mit seiner Atmosphäre nmireben ist. Die Aetherhülle besteht 
natürlich nicht aiis einem einzigen Aetheratonie; es öind vielmehr 
deren eine sehr grosse Anzahl um ein Kürperatom gelagert. 

Die Aetheratome nun, sowohl Innerhalb derselben Hfille, als 
In verschiedenen Höllen > Stessen sich gegenseitig ab; Korper- 
atome ziehen sich i^eii^enseitig an , eben so ziehen sich Körper* mid 

Aetlicratome an. Bei der abstojssend wirkenden Kraft der Aether- 
atome ffCffcn einander ist es nothwendis:, dass das von einer Hölle 
um^eljene Kürperatoni selir kräftig auf dieselbe wirke, wenn sie 
soll zusammengehalteo werden. 

Die Gesetze dieser gegenseitigen Einwirkungen sind» ihrem 
I analytischen Ausdrucke nach, nicht bekannt. Was die Anziehung 

der Kürperatome anbelangt, so weiss man, dass, wenn sie in 
sehr grosser Entfernung von einander sind, dieselbe ihren beider- 
seitigen Massen direkt und umgekehrt proporJional dem (^fnaJrat 
ihrer Entfernung ist, wogegen in njinder betrSchtlicber Ferne noch 
die Kohäsions- und chemisrlm Anzinhung hinzutreten. In Bezieh- 
ung auf den Aether ist in dieser Hinsicht Nichts bekannt. Wir 
werden aber sagen können, dass die Anziehung oder Abstossong 
zweier Atome — gleich viel ob Korper- oder Aetheratome — aus- 
gedrückt werden könne durch 

wo 31, m die Massen der zwei Atome, r ihre Entfernung ist 
Dabei ist /(?) so beschaffen, (!;iss für eini^^ermassen grosse r (gross 
im Verhältniss zur Entfrrfiun^ z\\eier Mulckularsysteme) diese 
Fnnktion versrh windend kleine \\ erthe hat. In Bezn» auf die Re- 
Zeichnung wollen wir, wenn notbig, durch die lateinischen liuch- 
staben M, m Massen von Kürperatomen, durch die griechiscbeo 
M, II Massen von Aetheratomen bezeichnen. (Wir lassen, wie 
ersichtifcb« die Schwere ans dem Spiele.) 

Wir heissen nun neiter einen KSrper homoijen, wenn seine 
Anordnung im Innern um einen bestimmten Punkt A herum ge- 
nau dieselbe ist, wie um irgend t int n aiiiltni Punkt I)ab<'i 
ist es Wohl möglich, dass nach gewissen Richtungen von dem 
Punkte A aus die innere Anordnung eine andere ist» als nach an«i 
dera Richtungen; was aber vem Punkte A gilt» mwm auch gputf 
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gleichgiltig, ist also die Anord nun sr nach all^n dieselbe, so heisse 
der KOrper Isotrop. Wir betracliten bloss hoinoeene Körper, 
isotrope Kürper sind naturlich in ganz besooderm Grade bomogen. 

II. 

ürleicbgewicbts- und ßewegaDgszustäode. 

Ein Körjier kann in seinen Elementen (Molekularsystemen) Im 
Gleichgewicht sein, oder diese Elemente können sich gegenseitig 
bewegen. Beatebt Gleich^^ewicht und ist der Körper eio allseitig 
begränzfer, so kann dasselbe in Folge der Wirkung von Kräften, 
die dem Körper seibat fremd aind, hervorgerufen norden sein, in 
welchem Falle wir sagen werden: es bestehe -Gleichgewicht un- 
ter dem Ginflaaa yon Saasern Kräften; oder aber ea kann die- 
ses Gleichgewicht von aelbat, d. h. in Folge der gegenaeltigeD 
Einwirkung der Elemente bestehen; in diesem Falle sagen wir» 
es befinde sich der Körper Im nalQrlichen Glelchgewiebteb * 

Für den Fall Innerer Bewegtheit werden wir sagen, jedes 
Atom habe Verschiebungen erlitten^ und wollen inskünftige die 
Projekttonen der Verschiebung des Atoms« dessen Gleichgewichts« 
tage (orsprfiiigliehe Lage) durch die rechtwinkltchen Koordinaten 
X9 y, % bestimmt war, auf die Koordinatenaxen mit |, t beaeich* 
nen* Die Grössen {» t \Terden immer als sehr klein vorausge- 
setzt werden, und zugleich mClaaen» da die im Körper herrachen« 
deo Gleichgewichtszustände immer stabil sein werden, dieselben 
in so ferne periodische Grössen sein, als die Verschiebunii^en wech- 
selweise beiderseitig von der GleichgewichUiaye aus iStatt finden 
werden. 

In Bezug nun auf die BewegungszustSnde musseu wir mehrere 
Fälle unterscheiden: 

1) Da man jedes Molekularsystem als ein ungetrenntes Gan- 
zes ansehen kann, also bloss nach der Bewegung des Schwer- 
punkts eines solchen fragt. Bei den Erscheinungen» welche in 
den elastischen Körpern auftreten» mag diese Annahme gestattet sem. 

2) Da man in jedem Molekularsysteni das kürperatom als fest, 
d. h. unbewegt betrachtet, und bloss die Bewegung der Aether- 
hülle als Ganzes untersucht, d. h. bloss die Bewegung ihres 
Schwerpunkts. Diese Betrachtung mag £ur die Lichterscheinungen 
genfigeiL 
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Z) Da man eiiilli<yi anf die relative Bewegung der Aetlierhille, 
entweder um ihren Schwerpunkt, wenn das Körperatom fest ist, 
oder um den Schwerpunkt des Molekularsystems, wenn jenes sich 

beweist, achtet. Uteraus mögen die Wüimeerscbeiaungeu u. s. w. 
erklärt werden. 

Die Bestimmung der ersten zwei Bewegungen ist yerbältnisi* 
raSssig leicht; wir werden uns im Nachfolgenden auch nur mit 
ihnen beschäftigen. 

III 

Berechnung der auf einen Punkt wirkenden Kräfte» wenii 

man jedes Molekularsystem als ein ungetrenntes Ganze 

ansiebt. Gleichgewicht 

"Wählen wir von den so eben (§. II.) unterschiedenen Fällen 
den ersten, da man sich die ganze Masse eines Molekularsystenin 
in seinem Schwerpunkte vereinigt denkt. Da die inneren Krhfto 
dieses Systems auf die Bewegung desselben keinen Einfluss aus* 
üben können, so wird man von denselben absehen können. Da 
ferner die einzelnen Moickularsysteme so weit von einander ent- 
fernt sind, dass man för die Berechnung der Wirkung, welche 
jedes auf das andere ausübt, dasselbe als einen einzigen Punkt 
ansehen kann , so kommt also die uns jetzt heschäftigeode Frage 
darauf hinaus eine Anzahl von einander getrennter materiettei 
Punkte in ihren gegenseitigen Wirkungen anf einander au betrachten. 

Seien nun x, y, z die recht winklichen Koordinaten eines zu 
betrachtenden materiellen Punktes« dessen Masse ilf ist; s-i 
y-\-^fff x-^Jx die eines andern Punktes von der Massem; t ihn 
gegenseitige Entfernung; so ist die Kraft, mit der m auf M wiHdi 
gleich Mmf{r), wo f{r) mit wachsendem r rasch abnimmt Di< 
Projektionen dieser Kraft, deren Richtung von M gegen m hid 
geht, auf die Koordinatenaxen sind: 

Mmf(t).^, Mmf{T).^t Mm/[r).^. 

Bezeichnet man mit ß, y die Winkel, welche iüni' mit den 
Azen macht, so bat man auch für diese Seitenkrfifte : 

JUmfir)cnstt, Mm/lr)co&ß, JMm/{r) coay. ' 
Bezeichnet man durch 

£Mmf{r)eoBa, SMmfif)twß, £Mmfty)^y 
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die (alg«btaische) Svmue aller der Seitenkrllle« die von etten M 
ingebendea tiod auf daeaelbe einwirkeDdeo Puokteo herrfihrea» ao 
kat mao, weon Xt Y,Z die Seitenkrafte der Geeammteinwlrkaag 
aaf Jf bedeuten : 

X^JIS£n^r)eosa, Y=:iM£mfir)cosß, Z=iM£mf(r)ewf, (l) 

wo wir M ausserhalb des Summenzeicheas setzen konnten, da 
es in allen einzelnen Theilen dasselbe ist. Die ao ebeo aulge- 
tteUten Gleicboogeo, die wir auch acbreiben küaneo: 

X^MZmf^Ax. YzsJUXm^Jv, Z^MSnß^Jz. (V) 

^Iten offenbar allgemein. Dabei iat» wenn in auf M anziehend 
wirkt« fij) positiv, im andern Falle negativ. 

Angenoininen, der so eben betrachtete Zustand sei der dea 
lalfirlichen Gleichgewichts (§.II.), in welchem Falle wir künftig immer 
fco Koordinaten tt.a. w. den Zeiger 0 anhängen wollen, ao lat offenbar: 

~0 'ü 

Zm ^ üfao= Zmfirticoa yo=0. 

Ceberhanpt alicr ist lür irgend einen Gloichuewichtszustand , wenn 
der bt f r( iTt'tnU' Punkt im Innern des Kiirpers liegt, nnd A', F, Z 
die Seitenkrafte (h r auf (Jie i\Ja>>(. neiuheit im Punkte (x, y, a) 
wirkenden äusiteren Kräfte sind (Schwere u. a. w.) : 

£mfir)cosa-^Ä=^0, i:mf(r)c08ß^y=i), 2:m/(r)cosy+Z=0. (3) 

Für den Fall, daaa der betreffende Punkt an der Oberfläche dea 
Kürpere liegt, werden allerdings noch andere Bedingungen eintre- 
ten, die wir später unteranchen wollen. 

Wir wollen nun aber annehmen, der Körper gehe von dem 
Zustande des natürlichen Gleichgewichte aus und komme unter 
dem Eiofluss äusserer Krädte in einen neuen Gleichgewichtszustand. 

Seien Xq, yo, :o *^lie anlaiJ2;lichen Koordinaten von M; »r,> |-J, 

yo + v, 2o+^ ^o + ^-'^ü» 2^0 + ^^0» 2o + ^*o die an- 

fänglichen von m, also -f- ^.r,) + $ I ^s» ?/o + ^//o + v -f ^v, 
JiQ + g-l-^J die spätem; die anlangliche, r^-^Q die spä- 
tere Entfernung beider Punkte, deren Massen M und m sind. 
In dem letzteren Zustande aind alao die iMtenkrftl'te der auf M 
Kräfte: 
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ebeaUk wMer JC, r. Z 4ie «tf die Eiokcit der Maasa b» 
zogesen äusseren Kräfte, m ist fBr ^den Paakt im fanaia : 

0ie GroMe ^ wC gegen ro immer sehr klein (§. IT.), so dass wir 
die bofcern Potenzen derselben werden TemaeliliBelgen dflrfen. 
Unter dieeer Bedingung int also: 

üemoacb erbäit man aus (4): 

In Folge der Gieichungeo (2) werden aus diesen Gleichungen 
bereit» einige Glieder ansfailen. Sodann ist jedenfalls: 

also 

2ro^ + = 2ro[co8ß,^| + cosßg/iv + cos y^z/^j + + z/v* + 4P. 

Im Allgemeinen werden Jv, Jt ^er Art sein, dass man Ibre zweiten 
DimeosloDeo gegen die ersten vernacbtilssigen kann» so dass dann bloss 
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I 

ist. Die Grössen q^I, Q^v» Q^t s'nd unter dieser Voraussetzung 
ebeofalls zu vernachlässigen« und setzt man zur Abkürzung 

r|[l/(r)]=:fXr); 

80 erhält man ans (5) : 

I+i;m[i=(ro) + F(ro)co82«o]zf^ 4- 2:mF(rg) cos cos /3o^« 

r+2;wi(ro)co8ßgCOSj3<^H-^''^[^(»'ü) + ^(''o)co8%^ f 

+ £mF(r^ cos jSoCoa y^j^ =0, 

Z -j- ZmFfro) cos Oq cos y^^^ + ZmlXr^) cos /S^ cos yo 

+ -£«1 [>(ro) + #l(ro) cos^yj =0. 
Nan ist aber, wie leicht ersichtlich: 

wenn man mit P und Q die Aggretate aller Glieder der dritten 
BDd vierten Ordnung bezeichnet und mit r^)* schliesst, was nii^n 
gewiss bei der Kleinheit von Tq darf. Setzt man ti, t ffir So er» 
bält man die Ausdrücke von Jv, 

Da wir bloss yow honiogcncn Körpern handeln, so wollen wir 
sogleich annehmen, es sei die innere Atiordnung der Elemente 
80, dass jedem Punkte drei auf einander senkrechte Ela^^itizitäts- 
axen entsprechen, in Bezug auf welche, bei natürlichem Gleich- 
gewicht, die Körpereiemente symmetrisch angeordnet sind. Wäh- 
len wir die Richtung dieser Axen» die immer dieselbe ist» 
für die Richtung der Koordinate naxen, so entsprechen 
jedem Punkte, dem a^, ßQ, y^ xugehuren, drei andere» denen be* 
zuglich die Winkel 180«-«^. fc, yol «ö» ^^-ßof W «o, ßof l^-yo 
zugehoreo. Daraus ergiebt sich nun unmittelbar, dass die in (5') 
ZQ nehmenden Summen versehwinden werden, in so ferne einer 
der Cosinus in ungerader Potenz vorkommt. Die Glieder erster 
mid dritter Ordnunc: fallen somit alle weg, und es bleibt nur ein 
Theil, der der zweiten und vierten Ordnung, stehen. Lässt man 
das später Wegialtende sogleich fort, so erhält man: 
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d^ä 

g4t 

a*^ a4fc 

a*i 8*1 

a^^ a*^ 
%4 ^'^^ "^^^ * 

a*^ 



\ 



Setzt man also: 

i£mSiro)r^^^ cos X = €?o , i -2:mi=(ro)ro2 co8 '^ßo=Ho» 

l£mS(rQ)rQ^ cos ^/o = «^o » 
l2;iiiF(ro)ro*cos*ao = J[ic>» l-Si»F{r^,)ro*co»%=ür<>, 

iZmF(ro)ro«cos*yo=^o» 

i^ii*F(ra)roacQ«2«6 c<w¥o = , 

i^iii>(ro)ro*coß*lSoCos^o=jE>o. l-^Äi^CroK^^oß^^-'os^ö^^» ^(6) 
ii2mF(ro)ro^ cos = » 24 ^ //</'(ro)ro*cos % = '^o» 

^i£mF(xi^ro*cos*ßoCos^Yo=^^h* 24 ^ ^ (ro)ro*cos*aoCOS*yo=^o> . 
AÄiiF{ro)ro*co8*aoCos% == Po, 

iZmF(ro)ro*co6*fl^cos%€08 = 



V 
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TAntri» der efaHMe» Kihrper, JOI 
w eiliält man b«i gehi5riger AnordnoDg für das neue Gletcbgewidit: 



+ (ü + P) + (» +-6) + («+«) 
+(W)ä^+(«+<ft)g^+(J)+fi»)g^ ^ (7) 

^1 ;v4e. 

+ (J» + «) 0 + (» + M) ^4 + (« + :o 

itwelcbeti Gleicbungen, der Bequemlicbkeit wegen, der Zeiger 0 
"»«»SF, z and den KoefBtienteii G R, ü,...M weggelassep 

^Sf6 der anfilDgUcbe Zastand nicht der des natfirlieben bleich- 

9 



,1} 



i 

r 

«I * 

•..iii 

1 




302 



Dienger: Studien %ur mathematischen 



gewichts, sondern der eines unter dem Einflasse äusserer Kräfte 
(§. II.) entstandenen Gleichgewichts, und es bestände för dieses 
Gleichgewicht immer noch die im Obigen angenommene Symme- 
trie der Anordnung , so würden die Gleichungen (7) für den neuen 
Gleichgewichtszustand gelten, wenn Y, Z die Seitenkräfte oor 
derjenigen Kräfte bezeichnen, welche neu hinzugekommen sind, 
und man r, ar, y, z auf den ersten Zustand bezöge. Wäre der 
zweite Zustand entstanden in Folge von Einwirkungen äusserer 
Kräfte bloss auf die Oberfläche« so hätte man in (7) die Grusseo 
Y, Z wegzulassen. 

Begnügt man sich mit einer Näherung, die mit r' schliesst, 
80 nehmen die Gleichungen (7) folgende weit einfachere Form ao: 

(7') 

d*£ S^l d>v S't 

(G+D + (fl + + (J+ Q) P + "ißgfl + ^QgAf + j=o, 

immer natürlich unter den obigen Voraussetzungen. 



IV. 

Besondere Charakterisirung des natürlichen Gleich* 

gewichts zustand es. 

Seien M, m wieder die Massen zweier Moleküle« deren Ent- 
fernung Tq im natfirlichen Gleichgewichtszustande ist, so dass ihre 
gegenseitige Einwirkung durch Mmf{rf^ angedeutet werde. Ist nun, 
wie angenommen, der ganze Körper im natfirlichen Gleicbge 
wichte, so wird eine (unendlich kleine) Ausdehnung, parallel der 
Axe der x möglich sein. Nach dem Prinzipe der virtuellen G^ 
schwindigkeiten muss sodann die Gesammtarbeit dieser Ausdeh- 
nung Null sein. Waren jto, Xq-\- Jx^ die (nach x gerechneten) 
Abscissen von M und ih, so werden sie nunmehr Xq -f zxq, 
Xq + Jxq + exo + bJxq sein , wenn s konstant, aber unendlich klein 
ist. Ist ro-\-Q die neue Entfernung Mm, so ist: 
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«b 9 mid t sehr klein sind. Wir wollen nnn Im Allgemeinen die 
Frage stellen, welches die Arbeit zweier Atome ist, die ihren Ort 

äodern, anfänglich in der Entfernung Tq, endlich in der Entfernung 
r, sich beliridf?n. Sei r eine Zwischenlage, so ist Mmfl^t) die 
wirksame Kraft, die nach der Kichtung der verbindenden Geraden 
gebt, mitbin Mm/\r)dr das Element der Arbeit» die Gesammtar- 

beit also J^^*^ Mmfiffir. Zuoftchst ist aber hierri— ro=^> und q 

seihst unendlich klein; mithin ist, innerhalb der (>r:inzen der In- 
tegration« f{r) als konstant =:/(ro) anzusehen, und die Arbeit ist 

^mffyidQ = Mna{T^ . —-2- c= jlfm€/(ro)ro^Gos 

Dehnt man dies auf alle Atome aus» und nimmt von der Summe 
fia HSIfte« da hiebel jedes Atom zweimal gezählt wird, so hat 
ata die Gesammtarbelt Da diese Null sein muss* so erhSltmao: 



£2;ifiR/(ro)raCos^o=0; 

Korans durch Addition 



(8) 



(wo die zwei folgenden Gleichungen in deiselhen Welse erhalten 
wtiden wie die erste.) 

Ist aber der Körper homogen und nicht unter der Einwir- 
kung irgend welcher äusserer Kräfte, so wird, wenn in (8) zuerst 
dieSummatlon für ein Molekäl vollzogen wird, d. h. wenn man 

dk GriSssen 27st/|[r0)ro€os^0^ bildet, jede dieser Summen in 

der Doppelsumroe so oft erscheinen, als Atome Torhanden sind. 
IHians folgt ßir homogene KSrper: 

i iß') 

WS Snmmenzeiehen dieselbe Bedeutung wie In (• IIL hat 

Daraus ergiebt sich endlich, dass in den Gleichungen (7) und ^ 
(7') Dotbwendig: A 

C?o = 0, £ro = 0. Jo = 0 (9) 

ut (Das Wesen dieses Beweises rflhrt Ton Professor Redten- 
^«cker her. Der Sata (ß*) selbst gehOrt Polsson lu.) 
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V. 

Cbarakterisirung irgend welche» Gleicbgewichtszn- 

Standes. 

Wie im Vorstehenden wollen wir annehmen, die Im Gleich« 
gewicht befindlichen Moleküle erleiden VerschiebuDgeOt dei€ll 
Projektionen auf die Koordinatenaxen seien fCir ilf: 

a^hx^fy^gz, a' ^h'a: fy^g'z, a"+Ä' 

für m also: 

wo (7, n' (7" unendlich klein sind. Ist r die anfans^liche Ent- 

fernimi^ von M und m, r-f ^ die scbliessliche, so ist, wie leicht 
zu linden: 

^ st i yuix^'\'f/lx^y'\^gJxJ%^ h'^xJy-^fJy^'{^^Jydz'^h"JxA% 

Die durch die Verschiebung Tenirsachte Arbeit ist abermals 
Mmf(r)0f d. h«, wenn man wieder Jx^reoBa u.s. w. setzt: 

Mmfi^yr [A cos ^ *f /cos a cos ß'\'g cos a cos y-\-h'efma cos / 

4-/^ cos2|3-^^'co8 p cosy-fÄ''cos aco8y-f/*'cos/i cosy-^^''cos'^j']. 

Summirt liian dies fSr den Punkt M, so erglebt sieii dafifr, unter 
den in §. III. gemachten Annahmen der Symmetrie der Anordnung, 

auch im Falle des jetzigen Gleichgewichts : 

also auf den ganzen Körper ausgedehnt und balbirt: 

hEMG + f'XMH + g" 2MJ. 

Liesse man ^e in '§»IIL angenommene Symmetrie nicbt gelten« 
so hfitte man statt dieser GrSsse: 

(10) 

Selen X, Z die Seitenkräfte der in (o^) (d. Ii. in Jf) mC db 
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Enheit der MsMe wirkeadeo KrSfte» 00 wt Ae Arbdt der RmoI« 
tadea (auf M)i 

+ JfZ (a" + Ä"a: + fl^'*)- 

Dehnt man dies auf den ganzen Körper aTis , und begreift also auch 
die etwa aut die Oberfläche eiowirkendeo Kräfte mit ein, so iat 
(Üe Arbeit : 

aZMX + hSMXst + ....+ ^'£MZz. (11) 

Man muss nun, nach dem Prinzipe der virtuellen Geschwindig- 
keiten, die Summe von (10) und (II) Null ä>etz^D. Daraus foigeo 
al)«r offenbar nachstehende Gieicbungen: 

£MX^{^, £Mr=Q. £MZ=zO, 

' I 

I:MXx + i22Mmrf(r) co8««=0, £M V^-i-lSSMmrffy) cos =0, 

lll!li-l22Mmr/\r) Cosa cos ß=0, ZMYx + 42;-Süfjiir/'(r)co8«cos/3=0, 

2rilf J&*f i££^imr/{r)co8aco8]f=:0, 

Ifif ii7jSilfmr/(r) cosi3 cosy = Ot w^Z;ir 4- 4'^2;j/iitr/Cr)cosaco8ysO, 

EMZy -t- ISSMmrflr) cos /? cos / =sO. 

Av diesea Gieicbungen zieht man leicht: 

sMX=o, sMr=o, 2:m=o, 

SMXy^SMVx^O» £JI§Xz--£jMZai^O, XMlz-^ 2MZjf=zQ, 

«reiche sechs Gleichungen diejenigen sind, die die gewöhnliche 
Statik aufstellt. Sie zeii^en, dass die äussern Kräfte für sic h im 
Gleichgewichte sein müssen, gleichgiltig, ob die innern KrlUte be- 
achtet werden oder nicht, so dass die gcwuhnliche Statik 
b ihrem Rechte bleibt» wenn ancb die innern Kräfte 
ferhanden sind« 

Es ist leicht zu sehen, dass die Gleichungen (S') aus obigett 
Gleichungen, unter den Voraussetznnii^en des §. IV.. wieder her- 
vorgehen. Man hat übrigens für lioinogene Körper im Allgemein 
^» wenn sie im Zustande des natüiiichen Gleichgewichts siod: 

Äro/(ro)cos«ao=0, ZmroflrQ)co»^ßo=0, X//rro/Tro)co^o=^*) 
£mrofijro)co84iCQCQaßo = 0, i:mrof{ro)cosaQCosyQ=z{)^ | (12) 
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VI. 

BestimnoDg de« Aa»debiiiiDg8-Koerfici«Btw 

Wir deoken uns in einem Zustande (der z. B. Gleielisewicit 
sein mag) ein unenülich kleines reilitu iiikHches pÄrallelepiped, 
dessen an einander stos.<eDde Kanten f.r, c^, cz seien, jso dass da 
betreffende l^ckpnnkt darch den Punkt (j:,y,z) gehe. Ailerdagl 
sprechen wir damit aas, der Kurper «ei eis eine attüg nsae- 
roenhlogende Aiasse (KootiDoom) aozoseben, da «oDst anr IM» 
Maraysterae aogenomnieD wardeD und oicht UDcndlicb Um» 
Parallelcfpipede. AüeiD die Verstellimg einer Anedehrang oder 
dichtang hingt mit der VenteRong eine« KontiiimM so enire n- 
sammen, dass die eine ohne die andere Ireine rechte Klarheit hat. 
üebrifirens mag man sich den Körper inie L..iiier aus seinen Ele- 
mentarLeaiUndtbeUen zusainineni^esetzt tlenkeii, immerhin wkd mm 
die nachfolgendeti Krürteruitgen auf ilin anwendbar tinden, wenn 
man sich seinen Raum dnrch eine stetig Tertheilte blasse erfüllt 
denkt, die an den Punkten, iro die Atome eich tiefioden, mA 
Terhftlt wie der Körper aeibat 

Es erleide nun ( I al. V f. Fie. •2.) Her Punkt M{x, z) die seh: 
kleine Verschieliung, deren Pnijekfionen f. v, ^ sind. Maa wirf 
nun ab Projektionen der Verscbiebungea erbaiten: 

von Mi V, t; 

n M - i+§8*. t+s^*' 



ff 



Pt H^dy. •+^ajr. t+^aj,; 

«+a%-+|^' ''+£^-+8>. t+s^a*+|%' 
y. Hia.+|a.. j+ga^+g^. 



- «+1^+2^- "+8^3^'+^«" f+l^+l«»» 
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Bereits In §. III* ist angegeben wor^n, daes Ji, Jv, At der 
Alt tisd, dass man ihre Jiltliern Dimehsionen.vernacliIXssigeii kaaii, 

Oinnts folgt, dass man diehribern Dimeosioneo von ^»u.8.fF.y 

gegenüber den ersten, «benfalKs u ii d vernachlässigen dürfen. Daraus 
lölgt weiter« dass die neue Linie 

iat £b^o so bat laan für die nene Linie: 

Dennacb ist im neuen Zustande: 
MM'zzPP" = A A r:^ P'N" , = M'P" = = iViV", 

i k der Elementarl(5rper ist im oeaen Zustande nocb imnier €aß 
Puallelepiped. 

Die neue Seite MM' macbt mit den Axen Winkel, deren Cosinqs 
aod; 

ebea M itti die neue Linie MPi 



MPB^' MP^'^^Bif^* MPdy 



iat Cosimui des Wlsltels lyeideir Linien s ' - 

21* 
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saOa . g|>ai .3«.,. .ar, . etae, a^a^/si.M 

w«ui man obige Veniachlässi«iiiisett tiAsst. Aller ^ -f 

verschfrittdeod klein, dieser Co$inu$ i$t also Null, d. b. die Lbin 
sMea muf einander senkrecht. Man scbiiesst hieraus, das:; d» 
Me PmUelcpiped noch ncktwiaUicb ist. Sein Inbalt tat: 

Darans folet endlich « dass man für den Aosdebeangs-Kocf- 

ii^ieulea hat: 

Fällt ^ po&iti? so bat man Au&deboang; fallt es negativ ans, 
VerdicbtuiSi 



VIL 

Bastimasttg der aaf ei& Element Statt findeoden Prti- 

suDgeo. 

Deriken w'it im.? eine durch ein Molekül jV gehende, auf 
Axe der senkrecht stefionrte Ebene, in der ^ir uns e\ii »ehr 
kleines, .V enthaltendes Flachenelement c derjkt n \^ ollen. Seiöi 
X, y, z die Koordinaten ron J7: seifen weiter ?ii , 7;/, m" ^ .... eine 
Reihe von Molekülen, die säninitlicb aut derjenigen Seite de; 
JEUiene liegen, die nacb den positiven x gewendet ist (also aus* 
nerhalb der Ebene); fii|, »i^,..-. seien Moleküle, die auf der eot- 
g^engesetzten Seite der fraglichen Ebene liegen. Auf das Elemeot 
« Cfriebten wir einen senkrechten Zylinder» dessen Hohe h v^tös- 
ner sei, als der Halbmesser der Wirkungssphäre des Moleküls if 
(d« k» nie diejenige Entfernung, bis nof weicke kin die Wirintg 
nock meiUick ist). Diese Boke sei gegen die negativen s Ab 
gericUet; das Velnmen des Zylmden ist 9h. 

Die Gesammtwirfcong nnn aller Moleküle m, m'«**.. auf alle 
kl doi Zyiittdir enfkstoffn Mnlekiln nnckt die mT « «ibtaii 
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Pressu ng aus. Dieselbe wird übrigens nur dann Pressung 
genannt werden, we»» sie nach der Seite der negativen x hin j^e- 
Tichtet ist, Zug im entgegengesetzten Falle. Wäre sie nach der 
Richtung von 6 selbst gerichtet, so würde sie bloss ein Gleiten 
des Eiemento verursachen woUeu. 

Diese Gesammtwirkung nun, bezogen auf die Einheit der FlSche^ 
«ei P; ihre SeitenkrSfte nach den drei Axen: B, C, so dasa 
P(r, Ai5, Ba, Cc die betreffenden Grossen für a sind. Wir müs- 
sen uns dabei freilich dnikoii , die Moleküle, weiche die Ebene 
einschliesst, seien durch st ine, iiiiveränderlicbe (lierade verbun- 
den mit denen, die auf ihren beiden Seiten licjren. Man uher« 
siebt hieraus 8rbon wieder, dass man ein anschaulicheres Bild 
erhielte» wenn man den Kürperraum als stetig erfüllt ansehen würde. 

In 80 ferne <r sehr iclein ist, wird man wohl annehmen kön- 
nen, um M herum hätten alle Moleküle gleiche Masse und seien 
gleichmässiij; vertheilt. JBei der von uns voraussfesetzten IJonioge- 
neität wird diese Annahme, in so weit sie im ISachstehenden be- 
nützt ist, nichJs Unpassendes enthalten. Bei Körpern \oii drei 
senkrechten Elastizitätsaxen C$. III.) wird man die Axen der Koor- 
dinaten parallel denselben wäbieu- und somit der eben ausgesproche- 
aen Bedingung genügen. 

Stelle nun (Taf. VI. Fig. 3.) / die durch M gehende Ebene dar; 
//, /// seien mit ihr parallel und stehen gleich weit von ihr ab. 
Sei m ein Molekül in //, 3Itu — r, a der Winkel, den il/m mit der 
Axe der a: macht, rcosa=:d, so ist ö die Entternung der Ebenen 
/ und //, mithin konstant für alle in // heißenden Moleküle. Ist 
mm weiter jn' ein Molekül, das z^vis(•hpn / und // liegt, so wird 
man in dem zwischen 7 und /// lieiicnden Stücke des oben ge- 
nannten Zylinders ein Molekül jV auflinden können, so gelegen, 
dass iH'flt' CQaa'=d, wenn et' der Winkel ist» den M'm' mit der 
Ahszissenaxe maclit. (Es giebt deren viele, sSmmtlich gelegen 
in einer durch JU' gehenden, mit / parallelen Ebene.) Sei nun n 
die Anzahl der Moleküle, die in dem zwischen /und ///liegenden 
Zylindertheiie enthalten sind, an wird man für jedea derselben 
eine zwischen / und // Kegende Ebene erhalten können, die pa- 
rallel I ist und von ihm in der Entfernung 9 liegt Die Gesammt- 
Wirkung aller jn dieser Ebene liegenden MolekGle auf das hetrach» 
tete Ist offenhar gleich der Gesammtwirknng aller In // liegenden 
auf M, 

Diesen Satz wollen wir nun zur Berechnung der Grossen 
Ao n. s. w. anwenden. Zn diesem Behufe denken wir uns* wenn 
9 den Halhmenaei der Wirkungssphäre bedeutet» von i tm naob . 
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ledMs vod Bniw Un parallele EbeneD» die in imeDdlieh kMsv 

Entfernung c too einander liefen. Die Anzahl derselben sei, Uib 
und rechts, je f^leich «i.i i.ükä tiacrendeD sollen mit JH^j i//^,^ 
///»; die reclits mit //, , V/^,...., Jh bezeichnet « erden ; zugleich 
ist ss = Q. Die Lbeiien /// theileii den Zylinder in unendlich viele 
Stücke und man kann offenbar nnnrhmen, da^^j» die iuii erhall) jedei 
dieser Stfickcheo li^nden Molekfile In der hetreflTenden Begii» 
snngsebene liegen. Bezeichnen wir mit Tq die Entfernung ligtii 
eine« in der Ebene / liegenden Mnlefcffle von M, mit i^' den 
kel, den Vq mit derAze der ae macht; nitri die Entferoang irged 
eines In der Ebene //, tiegenden Moleküls Ton und nM % 
den ^^i^lkcl, i\cu r, v,nt der Äxe der a: macht u.s.w,^ so winl 
man, da die Anordruin<; der Moleküle rechts Ton I mit der iifiU 
Ton I übereinstimmt» leicht überaebeo» das» 

ms. »»/(fo) cos Oq + JUS . Kif\ri ) cos cr^ + .... 4- jUS . nif(rg) cos 

die Wirknng sSmmtUcher Molelciile rechts Ton / auf serfcgl 
naeb der Axe der j?, anhiebt, wenn das Zeichen S nieb jenclli 

auf die in einer Ebene befindlichen Moleküle bezieht. Seien doi 
Wo» Wi , «2,...., 7/j die Anzalil der innerhalb de^ Zylinders zwisebes 
/ und hezugiicii /, Ilfi - IlL , ///« hegenden .Moleküle, 8o lie- 
gen davon iu den Ebeoea / . ///, , ///^ ffh jeweils ftQ, Hi-v^ 

1*^ — Ä» — Ttt—i. Jedes der «D Moleküle in / erleidet die* 

selbe Wirkung, v.ie .1/; die Gesamnit^virkung aller rechts ron / 
liegenden ^^olekule auf a!le in / liegenden Molekfile des ZjUndtts 
ist mitbin (zerlegt nach der Axe der x): 

n^M\^S. mf(r^coB c,+Ä. ni/Xr,)cos<r^-f 5. ffi/(r, )cosa, +...+S.f?i/(r,)cosci]. 

Betrachten wir nnn die in #//| liegenden Moleküle, so weite 
sie Ton den in //« liegenden keinerlei Wirkung erleiden , wohl aber 

von den in /. IL,-.., //«-i. Nach dem eben Auseinanderse* 
setzten wird die Cii sani.nlw irknTi^: anf eines derselben dicisdiie 
sein, als »venn es in JV läse und anf das>e(i*e die in //i . //> ..... II, 
liegenden Molekäle bloss ihre Wirkung ausübten. Somit ist die 
Gesammtwirkong auf alle (zerlegt nach der Axe der st) : 

Ganz eben so ist diese Gr5sse für die in 74 liegenden: 

M{n^--ni) lS.mf{r^ coso^-f iS.tii/'(rs)co8o^-f..*.+ i$.nf/(r^€esij 

n, 8. w. 

Die Addition aller dieser Grossen giebt offenbar die Grosse A 
die mao sacbt, und man bat: 
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. ... -|- »fS . m/1[r«) cos aj . 
Diese GrOsse kann mao offenbar anch durch: 

t * 

bezeichnen, wo die Summenzeichca sich auf n und r (wie m) be- 
zieiieci und man dadurcli andeutet, dass alle r filr alle rechts von 
/Heißenden Bfolekfile zu nehmen sind, wobei jeweils « der Win- 
kel von r mit der Axe der x bedeutet und m die Masse des be- 
treffenden Moleküls ist; dabei ist unter n jeweils die Anzahl Mo- 
leknfe verstanden, die sich zwischen / und der durch das betreffende 
Molekül mit / parallel gelegten Ebene befinden, wenn man diese 
Ebene links voo / in gleicher Entfernung wie. verMo legt und nur 
Moleküle innerhalb dee Zylinders beachtet. Sind ß, f die 
Winkel yon i* mit dea Azen der ^ii eo^liat man offenbar: 

• 

C6=zJlf££mn/lr)eoBy. I 

Was nun n anbelangt, so kann diese Grösse anch anders aus- 
gedrficist werden. Sei nSnilieh M die SuniM der MasM aller 

TU 

M«lekfiie in dem Zylinder, ö seine üicbte« so ist (^o dass 

dto ^ die in der llinheit des Tolomens enthaltene Masse heden- 

tet); da A die Höhe des Zylinders, so ist die Snmme der Massen 

aller Molekfile in eineifi Stücke, dessen Höhe ^ gleich ^ = cUt, 

dicsi llie aber zzznM ist (wenn u den der Ebene in der Ent- 
lernung / entsprechenden Werth bedeutet), so ist also nMrr^clöf 

« = ^g = ^.rcüsa, wobei ö, M konstant sind. Daraus folgt 

eodlicfa: 

4=ö2;a»j/(r)cos«a, JB=ö£mrfix) cos acosß,^ C^^dZmrfir) cos acos^. 

Wie bemerkt, bezieht sich das Zeichen £ nur auf die recht« 
Ton / liegenden Moleküle (in ihrer Wiikung aufJ/); will man, wie 
früher; dieses Zeichen auf alle rin«:« um M liegenden Moleküle 
iuit^iiehueD, so bat mao ganz oAeubar: 

se-lJmr/rrWoA^a. ^ssr^flir/lfr) COSA cos J ■ 



ff 

Css ^2mrf(r) cos acisyy . ] .ul.M 



1 

Digitized by Google 



312 Di eng er: Studien zur mathematischen 

oder, wenn man lieber will: i*» 1 ' 

'^J^^f(,)^: B='^Z„,fi,)^-'fL, C=^ WW^^. (150 

Wie bereits bemerkt, sind dabei die Elastizitätsaxen als Koordi- 
nateoaxeo gewählt. 

. , Denkt man sich eben so durch M gehende, auf den Aien 
der y und z senkrecht stehende Ebenen, und bezeichnet mit 
A'y B\ C; A'\ B", C" die SeitenkraHe der auf ein Element 
wirksamen Prei>sungen, bezogen auf die Einheit der Fläche, so 
hat man eben so .„„^ ^ ; n.)» . . / 

8 s 

' il' = ^ '2:mr/i;r) Cosa cos 1^, B' = ^Zmrflr) cos 



i; iT. . nn .j ^/ = Z mr f(r) cos ß cos y; 



4 II.. V tili 



(16) 



8 ' ' 8 

^ A" =2 Smrf(r) cos a cos y , B" = ^ Smrfijr) cos ]3 cos y 

* - • 

C" = Emrf{r) cos ^y. • ' 

Man hat somit immer; ii^ ), , , , .j^biy« f ' 

' ;V" A' = B, A"z=zC, B" = C'. (VT) 

Die Kräfte ^, B\ C" sind normal auf ihre Ebenen gerichtet, die 
andern tangential. 



Ist der Körper im naturlichen Gleichgewichtszustande, so ist 
(§. IV.) jede der so gefundenen Pressungen Null, wie zu erwar 
ten war. . .. . . 

■• '1. ^ li' t||,. r C ' , j ; . > ,O. 0 *\i^ 



vni. 

Fortsetzung der Bestimmung der Pressungen, wenn 
der Körper vom natürlichen Gleichgewichte aus durch 
Verschiebung seiner Molekille in einen andern Zustand 

versetzt wird. 

Sei, unter dieser Voraussetzung, die im naturlichen Gleich- 
gewichtszustände in M herrschende Dichte; l, v, ^ die Verschie- 
bungen von M nach den Azen, d die schliesslich henscheode 
Dichte» 60 ist nach (15'): 
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+ r#^(r J CO« -|- r,fl^ J 

"»i^."»«, «Min-« 

+roF(r„) cos 



C'V 

Setzt «an diese Werthe ein» nacht dieeelben Voranssetzn- 
gen wie in §. III., und lisst «ogleich G^, li^, weg iV.), m 
efhäil man : 



♦ • 

iS^efzt jnaii dies in obice W evllve eui und vonjacliiäössigfc die hoiieti 

•eoeioiieii der jLii&eieaüai^udüeuWu V.^» ^s!bai^i 
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INinirntman nicht an, der anfängliche Zustand sei der des natCr- 
liehen Gleichgeuichts, dagegen ein solcher, in welchem die ia 
§. III. vorausgesetzte symmetrische Anordnung Statt indet; h^zeich* 
net ^ alsdann die Dichte im Pitukte (or, y, *) im ersten Ziwtande^ 
60 erhielte roao: 

fiebielte man die Dichte J im nenea Znstande bei, ßo hätte man: 



DigiL 



OL 

B#atiQDiiQung der Pressungen aai ::^ei«i eiiiO «liircii 

einem Fmmkt $eie^te £lieBe für »««Irepem J^ft^ 
^ ' per. (f L) 



In 9.VIILwvtai ÜB Ptmmngfm MfaMi wIHbelÜrtti 

Ib 4r«i Ebenen, die derdb ^en Pkmkt (jr, jf, z) geiMm «nd aof 

Koordinateuaxen seukrecbt steheo. Wir wollen nun J. jf aiinelh 
men, mau \e^e irgend eine andere Ebene durrh den-t^Len Punkt, 
nnd uijä» die Fra^e stellen, ob man die auf uie^^eibe aitögettkäi 
IPlrtHningen ehenfoils noch bestimmen könne. Dabei sctiei 
wir den Korper als fssotrop Tormus irad nehmen tt« in 
Falle ätm aafingiiebe C leieh gewk l it niebt das natiriiebe wir, ii 
B6ABf!Hi9M des IsnCiepinnM evicii flfr dandb^ noidb 
ÜBtor diMer Aarnkme werden wir beweieae ((. XL)« 



welche iieziehnngen wk sofort nun euiiüiifen woUeo» 

Denlrea wir vna nmi ^ireb den Pnnkt 3? j T eine Ebffl^ 

eelegt, so wird die eine Seite derselben nach tlt^^a jw>^liiveii, die 
andere nach den ne<rativen a: gerichtet sein. In dit?i!.em Pimkte 
{AI) ei richte man eine Normale auf dieselbe und zwar nach erster 
Seite ^in ; dieselbe mache mit den durch M mit den positivet 
Kooidinatenazen parallel gelegten Geraden Winkel, deren Cotm^ 
u, ß» f eeien , wo dieee VVinkel immer der Art aiod» das« 
weov man die Ebene ao dreht« daaa aie auf der Aza der x wek 
recht steht« ond dieselbe Seite den positiven x anweodet wie f» 
bin Q« s. w. ' 



Dnrch den AsCuigspnnkt 1^ nun dsh ein neues 
liebes Koerdloateoayatera der af , if ^ so daas die Axe der i 
parallel der so eben bealimmten Normale nnd gleleb gerichtet ni 
Ihr sei. Sind f, f/, f die Verachiebnngen von M parallel 

neu(!ii Axen, A' y B* , C die Werthe Ton B, C für die neueü 
Axen, }i,if i:iati m.k Ii § \ II!., da das neue System den dort»* 
gen Üediuguugeo noch eatApricbt: 

i • 
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Daraus ergiebt sich nun, ^wenn man (20) und die RelationeD 
zwischen a,,,.€,c beachtet: 

■ + (<,^ + «6) ^ + 2öß I + (^c + br) 2 + (aj- + «c)| 

I 

. t 

e £] = ''[2«<»g+(aH«^)|+(«y+«o2+(«H^«)S 
+2l'^|+0'y+ßo£+(ay + «)g+(^c+6^)|+2yr|]=?. 

Daraus einlebt sieb leicht: 

NoD ist aber oA' + «JS^ -f aC offenbar die 8eitenkraft der Pres» 
«ong auf (!1e neue Ebene, zerlegt nach der Axe der :r; beisseo 
also Ai, Ci die Seitenkfäfte dieser Pressung» Dach den Axeo 
der Xt ff 9 X, so bat man endlich: 

Bi=zuA'^ßB^yC', I (21) 

Vermittelst dieser Formeln und denen des §. VIIL kann mao 
nun die Pressung anf jede Ebene darstellen. Man wird diese 
Fonneln- benutzen müssen, um bei Kräften, die auf die Oberflficlis 
wiricen (§. III«)» die besondern ßedingungen des Gleicbgetvicbti 
darzustelleo. 

Wir haben allerdings sehr spezielle Annahmen fdr die Be- 
schaffenheit des Körpers gemacht. Es wäre übrigens nicht gerade 
schwer» aligemeiner au verfahren» wenn man in j. Vll. die Bedin- 
gung der symmetrischen Anordnung nicht aufnehmen wffrde; die 
Formeln wflrden dadurch aber eine WeltUUifigkeit erhalten» die 
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mr vermeiden wollten. In Bezug auf die eben berührte Amren- 
duDg der Formeln (21) wird man in folgender Weise verfahren: 
Hat man nach III. die Grössen ^, v, ^ als Funktionen von jr, w, x 
gefunden, so wird man nach §. VIII. und (21) die Pressnnj^en be- 
rechnen^ die in jedem Elemente der Oberiläche, in dem noch 
äussere Kräfte fvirken , herrschen mdssen, und sie diesen Süssem' 
Kriiften (bezogen auf die Einheit der Fläche) gleich setzen « wodurch' 
die 'ndtfa igen iiileiehaege« anr Beetimmimg' der i^illkfihtlicfaeii GrOe- 
een erfaAMeii werdea. 



'X. 

Geometrische KonetruktioD der Pressungen auf die 
dnrch eiiieii Pmikt gelegten ebenen 'Elemente fSr eines 

isotropen Körper. . , . 

Die Formeln (21) bestimmen die drei Seitenkräfte der (auf 
die Einheit der Fläche bezogenen) Pressungen auf ein Element, 
i^essen Normale mit den Axen Winkel macht, deren ( otiinus of, ß, y 
sind. Wir wollen uns nun zunächst die Frage stellen, ob die so. 
bestimmte Kraft senkreciit stehen könne auf dem Element, also 
mit der Richtung der Normale zusammenfalle. Denken wir uns, 
«8 sei dies der Fall, so müssten, wenn F die resultirende Kraft 
w&e, Ihre Seiteukräfte aF, ^F^ yF seie. Man hätte also in (21): 

mB -f ^B' + yC =ßF, } (a) 



' k ■ r 



wenn man die Bezlehnngen (17) beachtet Ist es nun möglich, 
ans (a) die Grosse F zu bestimmen, so wird es also auch eine 
Kraft geben, deren Richtung auf ihrem Elemente senkrecht steht. 

i^h Blihiifl«^ von ^ ans (a) folgt aher bebanriüiob die 

Gleichang: ' " 

F)(Ä'-F)(C;'-F)-.C'«(^-F)— F) > 

, iTetgleiehe S.B.: „Vorlesungen Ober diö Anivendongen 
^er Infiniteaimalrechnung auf die Geometrie vonCaochy, 
^e«tfteh Toa-Sehnnsa; S. 191. It<^, welche Gleichung immer 
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drei reelle' H^da -M. ' Hat* man liieniiis die dffdW«rtl|e ml 

• ^ ß 1 

gefundeb, so geben (a) die zugehurigeo Wertbe yon -9 und 

m^p zieht aus «« + /S*4-y*=l die schliesslicfaen Werthe von 

(f, ß, y. Man schliesst bekanntlich au^ den Gleichungen (a), daM 
die zugehorif^en Elemente (Ebenen« die durch (x,^,z) gehen) auf 
einander sei^krecht stehen. 

' Hat man nun diese- drei anf einander Mikrecliten Ebenda« .w 
mitfeist der (a), bestimmt« so vrolleo wir. Indem wir den betticb* 
teten Punkt (x,y,t) zum Anfangspunkt wftblen« die Richtung der 
Koordinatenaxen mit den Normalen auf diese Ebenen zusaromaD« 
fallen lassen. Seien nun Fi, F^y F^ die drei (reellen) Wuiacln 
von (b)« so wird also in §. VilL: 

* • ■ ' ' ' . * 
A^u feO» ^'=0* B't=,F^ C'=0, il''=p, Ä"=p, C"=F„ 

wo wir die Fi entsprechende Normale zur a?Axe v* s. w. gewählt 
haben« ^ 

Für ein anderes l£lement, das In (21) bestimmt wurde » ist mitiuD: 

• 2li=«Fa, Bt^ßF^, Ci^^F^. i 
■ dtanach: - ' ■ ! 

Ai^ + Bi^i^(^^=a'^Fi^ + ß^F^^-^fF^K ' ' 

Set nun Fi'>jP/>F8*, 00 Ist immer Ai^-^Bi^i-Ci^ zwlscheol 
Fl* und Fg^ enthalten. Daraus folgt nun, dass» wenn man onj 

den jetzigen Anfangspunkt als Mittelpunkt ein Ellipsoid konstra* 
irt, dessen Halbaxen /\ , F^, /g sind, jede Pressung auf irgend 
eine durch den Anfangspunkt iz* hende Ebene durch einen Radius 
vector dieses Elli}is<»ids darirestellt werden kann. Wir wollen nun 
untersuchen, welches die einem bestimmten« eine Pressung vor*, 
stellenden Radius vector entsprechende Ebene Ist« 
Sei also 

die Gleichung des EIHpsoids; (a^»^»^ ein beäthnrnter PunI 
seiner Oberfläche, r' der nach demselben gezogene Radins yectoi 
so stellt nach Grosse und Richtung die Pressung vor, welch 
(bezogep. anf die Einheit der Flftclie^im Mittelpunkt 'auf dne nod 
zu liesttnimende Ebene ausgeübt wird. Sind ß, y die Cosinu 
der Winkel, welche die Normale auf diese Ebene mit den Axe 
macht, so ist, da x', y\ i* die Seitenkräfte der Pressung t* vorsteUec 
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ood sie ist mithin völlig hekaruit. Diese Kbene läuft aber, wie 
man sich leicht uhorzeugt, parallel mit der Taogentialebeoe an die 
Fläche, deren Gleichung ist 

■ 

die In denjenigen Punkt dieser FiScbe gezogen ist» in welchem 
der verlSngerte Radioe dieselbe triflft* 

Die Fläche (d) stellt, wenn Fi, t\, von demselben Zeichen 
sind, ein EUipsoid vor; sind aber diese Grossen nicht alle von 
demselben Zeichen^ so stellt sie zwei Hyperboloide (mit einem oder 
nrei FSchern) vor^ welche durch den Asymptoteolcegel 

♦ 

schieden sind. 

Wir hemerken noch» dass wenn eine oder die andere Wor- 
ld von (b) positiv ist, sie einen Zug, wenn sie negativ ist, eine 
Pressung vorstellt *). Denn hätte man zufällig ursprünglich die 
r Buü eiiigelührten Axcn gewählt, so würde man die drei Werthe 
^»n F fiir die aui den drei Elementen des §. VIIL ausj^xii Ilten 
Pressungen erhalten haben, woraus, mit dem dort Gesagten zu- 
sammeogehaUen» die Richtigkeit der Behauptung folgt* Wir wol* 
len nnn die einzelnen F&lle besonders betrachten : 

1) Die drei Wurzeln von (b) sind positiv. 

i In diesem Falle stellen Fi, F^y F^ bloss Zfige vor (AndrQchen 
Ides Zylinders in §. VI!, gegen seine €kundfl8che). Man konstmire 

\tm die zwei EUipsoide 

«id lege» falls man wissen will, auf welohe ^ch deaMittel^nkt 



♦) Wir nennen beide, der Kurze halher, inimpr Prfssung'. Für 
i^Zog^^ könnte man ponitive Fressung tetsen und für „PreMung'' dann 
jttgative Preasnng. 

I 
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gelegte Ebene ein beetlmmter (gegebener) Zug aoffgefOit wjni» in 
das erste einen Radius vector, gleich dem gegebenen Zuge (der 
swiscben Fi und liegt» wenn F| >F9>F8 und in denwelben 
Maaese wie F^ geireben ist), bemerke den Punkt, in dem er das 

zweite Ellipsoid triflft, ziehe in demselben eine Tangentialcb«» 
an letzteres, 8o i^t dieselbe parallel mit der gesuchten Ebeue. 
Der Hadius vector stellt zui^leich die Richtung des Zugs vor. 
Wie man umgekehrt verfahren kann, ist klar. 

Eigentliche Pressungen kommen in diesem Falle (um x, y, : 

herum) nicht vor. Denn gesetyA, es kämen solche vor, so musste. 
wenn man stetig fortschritte bis zu einer der Halbaxen des ersten 
Ellipsoids, diese Press nriL,^ in einen Zu^ libergeijangen sein; beim 
üel>ers^;uig hatte man weder Pressuni^^ uovh Zug, d. h. es raüsste 
Ebenen geben, in denen die resultireude Kraft bloss eine tangeo- 
Haie wäre. Die Richtung derselben läge also in der Ebene und 
es mfissten folglich Tangentialebenen des zweiten EHlpsolds so 
liegen können» dass der zu ihnen geborige Fabrstrahi in ikney 
Uiget was nicht mligllch Ist 

2) Die drei Wurzeln von (b) sind negativ. . 
Man konstruire die zwei Ellipsoide 

und verfahre ganz wie so eben. In diesm Falle hat man bloss 

I^ressungeu. 



•3) Die drei Wurzeln von (b) haben nicht dasselbe Zeichen. 
Man konstruire die vier Flächen: 

F^^^ F^^-^' Fi+/'i + JP,-^* Fi^ F^^Ii^~^' 

80 wird die erste ein Ellipsoid, die zwei andern Hyperboloide^ 
die letzte den Asynptelenkegel derselben verstellen« 

Zeichnet man nun wieder in dem Ellipsoid einen r^adlus vec« 
tor, so stellt er nach Grösse und Riclifmig einen Zug (oder eine 
Pressung) vor. Die zu ihm gehörige Ebene (auf welche er aus* 
gettbt wird) erglebt sich durch die Tangentialebene an 



Digitized by Google 



neorie der elatUtcheu Körper, 



323 



der drei aTulern Flüchen, welche von ihm getroffen wird. TriflDt 
dieser Kadius den Ket^^el, so fallt die Tangentialebene in den 
Fahrstrabi; aUdauo ist aUo die auf daa ebene Element wirkende 
Kraft blosa eine Tangentialkraft, aa dass der Kegel diejenigen 
Ebeneurichtungen, in denen Pressungen Statt finden» von denee 
scbeidetj in denen Zug Statt findet. Aqf der einen Seite bioes 
PreMong, andereraelts bloae Zug. 

Sind nun zwei der Wurzeln von (b) positiv, so wird daa ein- 
iScberige Hyperboloid von denjenigen Fabratrahlen getroffen wer* 
kwy die Zügen entaprechen) ist nar eine poaitiv» von deoeiu 
irelebe Preaaungen daratellen. Konatruirt man alao nach der an- 
gegebenen Welae, ao atellt der Fabratrafal, «renn er daa elnfliche* 
ri^e Hyperboloid trifft, eine Kraft von derjenigen Art vor, Ton der 
zwei durch (b) gegeben sind; trifft er das zweifächerige, eine der 
Art> von der nur eine durch (b) gegeben ibt. 

Ist eine der Woraeln von (b), z. B. Fi, Null, ao gehen die 
^ betrachteten Flächen in Ellipaen, Hyperbeln und deren 
%rop toten Aber, und man wird leicht die Konstruktion nun fin* 

h können. Sind zwei Null, ao liegen alle Kräfte in derselben 

lieiaden. 



XI. 

H«fflebangen zwiachen den Koeffizienten der Glei- 

chungen (7). 

Wir hahcn ifi §. III. eine bestimmte Annahme hinsichtlich der 
Anordnung der Körpermolekule gemacht. Diese Aiiordmm-jswoise 
Hollen wir beibehalten, alao die Koordinatenaxen parallel den 
£/a«tizitätsaxen gelegt denken. In gewissen Fällen kann nun die 
Anordnung der Art sein, daaa rings um eine oder mehrere der 
Elaalizititaaxen herum dieselbe ganz gleich «el^ also »labt oielir 
^ibaa aymmetriach wie in j. III. 

Setzen wir also zuerat voraus, der Körper sei der Art» dasa 
CT um die Axe der % herum nach allen Seiten ganz gleieh geord^ 
let ael; aladann kommt ea in den Summen (6) nicht darauf an^ 
ns et md seien. Indem, bei konstantem y, alle betreffenden 
Molekflle in einem Kegel liegen» deaaen Ajce die der % .iat. So» 
i^iatgewiaa: 

C=B, L^Jit, P^Q, il=Ä 0=»*, n^t, »I=|l. 

22* 
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Ob damit aber alle ßeziehnngen erschöpft sind, lässt sich nicht 
entscheiden. Wir werden dcssn o£;cn folgenden Weg einschlagen. 
Man ändere die Lage der Axen der x und y beliebig, lasse aher 
die der % ungeändert; alsdann dürfen die iu (6) vorkommenden 
Grossen ihre Werthe nicht äudem. Setzt man 

cosass — » cosp=— 0007=5 — ; 

T T T 

80 sind dieselben: 

Gs;::i2mJfKrh^a^, H=^iJSmS(r).J^. J=ziZmß(rUz*, 

Ist Tinn ^ der (beliebige) Winkel, den die neue Axe der x' 
mit der der a macht« so ist 

Jx' = ^xcosil) Jif sin 'ilf, Ji/ssJ^co8^> — ^xsini/;; 

also 

Ja^^^Ja^eoB^'^^aJyeoa^einilf'^Jy'^m^ u. s* w. 

Nun ist aber: 2wS(r).Ja;'^=zSmS(r)Ja:'^, u. s. f. bleiheu alle 
Summen der Formeln (6) dieselben, wenn man J:c\ ^y' für Ax^ 
jdy setzt Thut man dies« so erhält man, iodem man sogleich 
die Summen« welche ungerade Potenzen ▼on Jx^ enthaiten, 
weglässt: 

= Crcos^-f£fsin^fi, 
if=J^cosV+Gsin>, 

Li :=Xcos'*i//-f O/i! cos'^i/;sin^t|/-|-iJ!/sin^t^, 

jlfss Jlfcos^-f OJ^cos^ sin ^«in*^» 
P=PG0S^+Qsin^« 

■ 

Q = Q cos -|- P sin , 

B = ßcos^-f Xrco8^stn*^4l2siD^os^t^^ilfsinVcoB*^-|- RAxk% 
Ü = J ces^^+icos^^sina^+JlJsin*^, 

D =J) cos^t/; + dSsln^i/;, 
4$ s Ccos^ -|- ]D sin^» 

> s= ^cos^i6ilcos^sin>~-4i'sin^cos^V'H-^^cos^sin?<^-|-i»inV« 
CG^=0 cos V + ISPcos^-^/sin V + IBlftcos V'^i^ + ^6 sin 
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£ = jC cos -f :H sin ^» 

C08 sin 4 + ^6 co» ^ sin ^ G2}I cos ^ sin ^-f^P sin^V» 

P =: P cos -|- Oll? cos '* V; 8in 2^ + si n ^\\) cos ^i/; — 8P cos sin '-^i^ 

Ss^cos ^t|/ 4* G^ cos ''^ sin — 4<£l cos sin ^ -f 611 cos '^i/^ sin 

-l-CStsioV* 

Keie Beziehungen sind richtig» was anch ^ sei. Bfan setze also 
f=90^, so erhSlt man: 

^a, L=^M, P^Q, M=^l^, iB=*» m^if, n^^; 

»ilches die bereits gefundenen Beziehungen sind. VennOge die- 
M fieziebnngen werden obige Gleichungen zu; 

£ Zr (€08^^ 4- ein V) -h 6J2co8 V^n^»' 

Rz=zR (cos V — ^ «>n^ cos^ sin V) -f- 2 L sln^ cos*^» 

Ü =il (cos*^ + sin^i^) -|- ^cos ^i^sin^ij;, 

# = (cos^t^— 46in V<^o8%ff -f-8in^t^)-|-12il8lnVcosV* 

0s= 0 (cos V, -f ein ^) + löHt cos^V 

m = jDI (cos — 2 cos 2^ sin -f sin ^) -f 0 sin^^ cos^i^ , 

(cos^-l-sin^)-f- OStcos^sin^t/;, 
Ci=:^(cosV"^cosVsin>'f8in«^)-|-12nco8^sln^. 
Uaa setze hier ^=45^» so hat man: 

L=3Ä, i^=2ii, <5=:5m, ca=2ir; 

"dclie Bedingungen die sSmmtliehen Gleichungen identisch machen» 
*tt loch t|; sei. Man hat also in diesem Falle: 

G^U, L^M^^R, P=Q, il=»==4>, JOS«, J 
0=:« 2=5111» B=£» Ws)), »s^s^lCt t 
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Ute enüptfiilllelidtli B«il*bttiig«ii l&r den Fall, wtim die SkM 
der s oder y an die Stelle der von z treten« sind hieraus leicht 
abzuleiten. 

Ist der Körper Isotrop» so folgt hieranü» däsil 

G=zja:^J, L=zM=:N, P^Q^R. il=r}5=<r, J 

■ 

Ist, so dafis nur noch C, P, JÖ, % bleiben, zwischen welchen 
keine Relation besteht Für den Fall eines isotropen Körpers 
sind nnomehr die (7): 



"1" a«'2b..9 "l" cj-'i'i-'i "I" "I" 



ßx^ djc^^^ dx^dz^ da^^dy oxdjf^ dxdifdi^ 



Q. s. w., welche Gleichungen man unter etwas iQhersicbtlicfaere 
Form bringen kann, wenn man beachtet, dass ($. VI.)« 



ist, und 



setzt: 



80 80 
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B^erechDung der Arbeit, weiche nothweodig ist, einen 
KOrjter au« dem natürlrchen GlvicbgewichtssofitaDde 
in eioen neuen (Tbrscliobenen] Zustand flb^rzufd^hr^n. 

Sf^en ine früher üf, m die Massen zweier Mslekfile, Tq ihre 
d^m natürlichen Gteichc^ewichtszustande entsprechende Entfernung, 

ro4-p die dem neuen Zustande entsprechende, so ist die durch 
die Verschiebung beider entwickelte Wirkungsgrüsse (§. IV .): 

wenn man die hühern Pofpnzen von q verwirft« Sommirt man 
diese Grosse fdr alle vm M liegenden Punkte, so ergiebt sich: 

MSrngfir^) + ^2jnQY(To). (a) 

V 

Smnmirt man nnnmehr die Grösse (a) für alle Punkte des Kdr- 
pers (d. h. für alle M) und nimmt vom Ganzen die Hälfte^ so er* 
hält mau die Gesammtwirkuiigsgrüsse 

weiche von den innern Kräften des Systems herrührt 
Man hat nnn wieder 

d. h. 

'O •V» *"# W"« ä»"© 

«uid weDQ man d«r Kürzo wtgeo JSto»a+Jveo»ß+JtetMf=:i mM: 

(^t)*-i-w-K.^a* p' 

•-•+ äfi Wo' 

mithin 
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und da /•W^^?='oa^(4/t^«))=*X»-«).' 



I ■■ 



Wir setzen voraus, die in §.111. erklärte 8\ inmetrie der An- 
ordnuri«^; bestehe im ersten Zustande, so dass die ^»unimen, welche 
tm'gerade Poteozen der Co<»ii)U9 enthalten, in Wegfall kcimiii«& 
Die £ntwickelaDg der.GfOsseii ^v^^t .wird jeUt« da dio «ntci 
DineDiiiNMtt wegfidlcs wwdeB, bk zur sireHttii gfhea aiftMi ii 

Besag auf die Dijäereotialqao^ieoteu o. s. w. Daraus 
liieliat: 



t=ro^g^cosa+|j^coap+^cosy y cos« 

vvü iiiaii die nächste DimensioD nicht schiLiUeii ^vi^d, indem jfle 
immer ungerade Poteiueu der Cosinus enthalten würde. Uaipi 
folgt (§• IVO: 

2:iiif/lCro) = 0. 

1^'enier ist 



wo die Doeh hioionifiigeDdeii Glieder wieder nngerade PeliBii> 
enthalten. 
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Also Utt: ,.«•■;...■..'•..■ 1 ' , 

Endlich ist Dan: 

seilt iD«ti Uet ftir 4i ihre Wertbe ({• IIL)» m erglsbt 

sieh endlich; 

Somit ist die von der Verscbiebnng von M herrOhrende Wir- 
hnngsgrSsse: 

Vergleicht man dieses Resultat mit den Formeln (18), so über- 
zeugt man sich leicht» dass die so eben erhaltene Grosse gleich 

~VA~+B•^^-C''^■\■B(—-\■^^A-c(~^ 



ist Somit ist die Gesammtarbeit der inneren Kr&fte: 



(28) 
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, IM dir mm ZmäaaA abeiiMlt d«r rfnat GMchgeifiAlit''li 
kt di«M GfOsM glekh der GMuninterheit d«r tasserea KiÜh. 



Bet^nügt uiau sich mit den fileichungen (7') im §. III., was 
wohl in den meisten i allen Statt ünden wird, kann mar?, Hil- 
ter Bezoenahme atif die Formeln (IS), diesen (jHeicIninfreii eine 

etwa» veräodejrte i orm gebeo« die ^uweiieo oicbt oline ^ataeBMi 

Selon z die Koordinaten des Pi^ukte^ M. Im nottfifi 

Zos^dei ^« H irüberu« so ist ^ 



imd man kanu üie büfaem Dimeodooen voo s— - iL fi* w» ▼enNMib' 



UMmd. DiiMUi folgt» dass 

^Är cjy & aar, ' 

da ^, ^9 ? äffenbar Funktionen von a^nf, z «»ein werden mdjBfg,i 
voa ^x«, Zo abhäDgdn. Aber ^ 

dx dt dy_dv^ dz 8f . 

nwtbifi : 



a«p""öa '^"aar ftio s«i + a«a»o' 

Zieht maD hieraus die Warthe yon 

n H H 

und vemachllaalgt, wie angegeben« ao findet man: 

8t*^8ä^* ^'^B^i^* S""iSp' 



nmu dir ü mMMtn ä4rper. m 

9v au ov ov 

0. «. w., d. h. man darf in den Irühern Formeln die Differentiatio- 
nen Tiach den anrnnglicheci Koordioateu de« Punktes Jl durch die 
nach deo spätera ersetzen. 

Ist nun der anfängliche Ztifitand der des naturliehen Gleich- 
gewichts und man beachtet die Formeln der III., IV.» VII.« 80 
ereilen sich statt der Gleichungen (7'): 

dB dB' dC* ^ f 

+ Öy +^+'^-''' 

»0 :r, ^, z die Koordinaten des hetreffeoden Punktes im neuen 
Zustande, ö die J)i( hte des Kdrpers in demselben Punkte eben- 
ialls im neuen Gleichgewichtszustände bedeutet 



XIV. 

Anfstellung der Gleichungen der Bewegung, immer 
unter der Voraussetzung des $. III. 

Nach dem , wa« in }. III. gesagt wurde» werden unter den dort 
gemachten Voraussetzungen, wenn man von irgend einem Gleich» 
gewichtszttstaode ausgeht. In welchem die dort angeRIhrteo Be- 
dingungen der Symmetrie der Anordnung Statt finden, und wenn 
X, F, Z wieder die aof die Einheit der Masse bezogenen, erst 
neu (zur Erzeus^ung der Bewegung) hinzugetretenen lossem Kr&fte 
sind, die Gieicliuugeu der Bewegung des Punktes M sein : 



i 
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Theorie der elastischen Körper^ 33S 
■ • ' (27') * 

dh) d^v ö'v o'^v S^t 

j^=(ff+Ä)g+(C+Ä)|^+(J + /')gi+2Ä^+2P^+ i. 

B^t B*t S^t (K^t 8«t; c^h 

g >=(/+ iV)g+ (H+ (G+ Q)^, +2Pp^ + 'iQs^l+Z. 

Ehe wir zur allgemeinen Integration dieser Gleichungen schrei- 
ten, wollen wir zwei bewundere intereüsante Fälle betrachten« 
(Wir bemerken übrigens, dass, wenn der anfännliche Gleichge- 
v\ ichtsznstand der natürliche war, man den Koetüzienten (5y...,,(SX, 
so wie a:, 2 den Zeij^er 0 anzuhängen und {\^) /u beachten hat. 
Im allgemeinern Falle können x, y, z die Koordinaten im anfäng- 
iichen Zustande von Modet in einem spätem sein, gemäss §• XUl.; 
besser isl es aber imnier, das Erstere za w&hieo.) 

■ 

XV. 

Schwingungen einer geradlinigen gespannten Saite. 

Wir denken uns (Taf. Vf. Fi?T. 4.) eine durchaiis i^leich dicke 
und überall gleich gespannte 5aite vom (^ewiehte «ieren Lfinge 
/ und deren Querschnitt sei» im natürlichen Zustande eine Ge- 
rade bildend« Uieselbe sei in A befestigt und in B durch ein 
Gewicht P gespannt. Unter der Wirkung von P trete nun ein 
oeuer Gleichgewichtszustand ein. 

Es ist leicht einzusehen, dass man nahezu die Saite als eine 
gerade Linie von Molekülen ansehf n kann (weninstens gelten die 
nachfolgenden llesnltate nur nntcr (ii('S(M' Voraussetzung), so dass 
in §. III. (f)), wenn man sich mit (/') genügt: ayz=:0, ßf^=zy^^ = {\0^, 
wobei Aß als ^Abscissenaxe, A als AnfangspuTikt gewählt ist. 
Daraus folgt /ro = Jo = ^ü = ^0 = ^0= ^0=^*0 = 0. Vemach* 
lässigt man die fremden Kräfte, so geben also die (2',) 3 wenn nab 
mgleicb beachtet» dass Cro ($• IV.): 

wShrend v, ^ gar nicht vorhanden sind. Da fSr :ro=:0 auch ^=0, 
indem A unveränderlich befestigt ist, so ibt ö=zO, also |=aXo. 

Die PteMingen sind ({• VIII.)» da ^=a: 
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Asaif^Lf^, BsO« CbsOf ^ssO/ €^sO, C^bA 

Ks h«T8cfit also in der f^anzen Saite die Pressmig (^[Kinüonff) 
aägJL^g gerichtet nach AB hin. Dsliuus folgt, das« iu wo die 
P P 

ist «tor ö4t^ rsji* wo «Im KoictitemiigBwg dar fidm» 

kralt, a|«o 4o=^^^f mithin 

■ 

Was die Grösse a aobelangt» «o ist nach ^VL: ^ssg—^ssg, aiso 
lol « dio liooara Veiliiigennig der Lingonehiholt; iot iDlttiD « die 
gaoae Verlänganuig dor Saito, oo ist «=sal, also cndlUb 

Man nebme mni an, es frefen In dem nenen Glelehgewtcbtni* 

stand© kleine Verschiebungen ein, wodurch Bewegungen der Mo- 

Itkülc der ^iaite veranlasst werden, so hat man, wenn iiiati nie* 
der alle fremden Krälte veriiachlässigt und bloss ,(^^0 beibebilt: 

MuQ ißt rssfo-f tiB*o* 
(nach IV.). Somit 

■ 
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• -Iä^otTo g^^(roA'*o))= i'2:mroT(ro)+4aZiiiro(2ror(ra)+r«y (ro)) 

- ifl-£»iroV'(ra) - 4a-Si»roAra)= f + + 4a^o»/^(ro)- G 

=f+C? + ia-Si«roV''(ro)- 
Naa tot «ber 

demnach 

und wenn man aZmT(^^f'%r^ Teroachlissigt: 

da — sehr gross ist. so ist nahezu X<4~^='Tzr» a^^o sindend- 
lieh die Gleiehungen d«r Bewegung: 



(28) 



wie bekannt (Vergleiche Poisson Mechanik. Ji. §, 483.) 

XVI. 

Schwingungen einer elastischen Ebene.' 

Wir denken uns eine begranzte Ebene, welche eine einzijje 
Lage von Molekülen bilde; sie sei zur Ebene der a:i/ gewählt. Sie 
werde an ihrem äusseren Umfange durch eine überall in der Rich- 
tung der Ebene und senkrecht auf demselben gleiche Kraft, die 
(auf die Einheit der Fläche des Querschnitts bezogefi) gleich JF 
sei, gespannt. In diesem Falle wird die fragliche Ebene nahezu 
das bilden, was man eine elastische Membrane (elastische £beiie) 
za nennen pflegt» Man hat hier offenbar« wenn man vom natOr- 
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liehen Gleichgewichte aiissreht, die (remden Kräfte vernachlässigt 
und einen neuen GieichgevvichtsznsUnd voraussetzt: y(j = 90**, also 
yVo=0, Po = P(, = 0 und immer f7o = ^o=«^o = 0> ^^^rner, wenn 
man die Membrane als isotrop annimmt (§. XI.): Lq=^ Mq^^'^H^ 
80 daas die (70 sind: 

. >f•*T^». + ^ a4^o83to ' aco*^ ~ ^ ' 

Die Grüsse f koninit nicht vor, ist natürlicli' auch gar nicht ror- 
haoden. Die Pressuugen geben: 

A'^B, ^"=0, ^^^=0, C''=0. 

Bei der vorauegesetzten Gleichheit .der epannenden Krall moss, 
indem A'=B iät, auch Ä^B* sein, d* h. man rouse hallen: 

wodurch die Gleichungen (a) geben: 



d. h. 



Mithin darf in »g^ + j^ k«««» JTo. I» + kein a% votkom- 

men, d. h. es müssen r^*und von ^r^ und yQ unabhängig 

seip, oder man hat ^~a, g^ = 6, mithin: I = a^o + 9>('*b). 
ir=;6;ro4^(yo)* 9 ^nd ^ wUlkührliche Funictionen sind. Daraoa 

<p(a*o) = <^^o + «» V(yo) = cyo + ß» wo « und (J Null sein werden, 
wenn der Anfangspunkt ein fester Punkt ist. Also endlicli : 
i^^ayn + csQ-i- a, v=öa:Q + cyo-^ Daraus nun: 
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Für die Axe der a ist gewisa ^=3 0, «|60 allgemeia as=«^^ 
«odasa • , 

Endlich ist, wegen fler Omfangsprecisutig, in der Axe der xi 
il=f, also 4cdo/»o==^. 

Nebmen wir nun an, die elasttscbe Membrane wird in dem 
Km Zustande In transv^risale* ^ebwingangen * versetit^ so baft 

4 ;=i\r= p= ö =0 i8t. 

Setzen wir oben a, ß der Einfachheit wegen gieicb Null Tor- 

2/Ä=r c^^/oTo + a/fyp, =^Sro— l^^o + ^^90» 

=ro*+2cro^, r sa-r© + cro= (1 + c) r^, 
"eno man die bobern Potenzen von a und c Vernachlässigt» Also: 

=*'2;mr,,/][ro)cos««ö + c^mr,j/(r^)cos% + a^iarc/(r0)cosfi^cos/3<' 
+ ^ i:mro2F(r<,)cos2«o=fJ -?mro«F(ro)cos% (§• IV., IIL) 

=1 Xmro^ F(ro) cos%(cos%+cos 2^o) =|'2:otV^T''o)co8% 

+ ^ 2?mro^/ (ro) cos cos 2^^, = c l3i^o + ^o] = ^^€'^0= 5; > . 
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XVIL 



guDg (27), untef der Vor«a««et«uDg. A, l.Z »eieo Siuiu 

.taute!. Id. .0 genügt HU«, de» Gleichungen W. wenn «an «etx. : 

£= co8«.<p(a^ + + ^0. «=eoe^».»(«*+6»+«+^0 • 

£=5 COS y . + 6y + C2 + AO. 

Setzt man die«« W«tthc, bo erhält mao 

+ 2/iW>c(Ks^ + 2r^«cc(>sy+(il + Öf)«*co«« l 
+ 6* cos « + ifiU) cos +0P)a*62co«« 

+ 4inri/>3 cos ^ +2Äfl6c«co8 ß + 4Ö^a»cco8y 
^ 2Äa6*c cos y + 4£ac^ cos y , 
Ä«cos^ = (//+^i)Ä^cosß+(G+/?)^co«?+{J+l^)i^coa/J 

+ 2HaO cos « 4- 2P0c cos y + (^5 + -6) ft*c«8 /J 

+ (D+6Xt)62u«co8ß+(«+<a)aVco8^+4J«a6«co*i« / ^ ^ 

+ 2Äa«6ccos y + UiOc^ cos y , 

JPco8y = (^+iV)c^<^««)'+(^+«**^^«>'+<^'+®>^*'^^ 
.^mc^oa^ -I- 2e«c cos a + (tf + 5) cos y 
+ (:a+»)6*co8y+(il+<S>)a*co8y+(l!)+6«)62c«co8y 

4- ((e+6£) cos y + (i+ «) tt«6«co8y +4»6c»cö8 
4- 41163c cos ß + 2(Äa«6c cos /i^ + iüac'cosa 



Mad aeta« aar AbkUtaimg: 
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(C+ «) + (if + P) +( J + iV) + a))a*+(3iJ 

+ ((£ + 5) if» + (» +eöiQ6v+ (« + e$) 

so heUöen die Gleichungen («kl) : 

£^08 ursA cos tt-l- #*cos -f- iS7 cos y , 
Pcos/? £= J^cos/} «f Fcos« 4- I>c<Mty » 

Ans dieseo Gieicbaogeo ergeben sich beJcaootUcb: 

cos/? rosy 



(31) 



cos« 



+ 1 



(32) 



Venn man setzt cos^a-J-cos^^ -f- cos*y=l, was wir zum Voraus 
aDnabmeu. 



Die erste dieser Gleichungen ist auch: 

«•-(^+b+C)a:*+(2<ä+äc+jc-2)*-i?--f«)JE«| 

^ABC + AU^ + CF^— 2/>jEF=0, J 

QQd giebt immer drei reelle Wurzeln für K^, 

Da, wie aus der Natur der Sache folgt, die mit den deutseben 
lMi9labeii iu (6) beselchoeteii GrOsseii (Ü, ^) Immer sehr 

23* 
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klein sind im Verhältnis 2a den andern 

die Werthc Ton A, vorza^swett«e von letztern abbän«!( 

Die Grr*s$en B, C sind immer positiv, uean man für a,k^ 
nnr reelle Werthe wählt, iras wir voraussetzen wollen. Abi 
fol^ ans (-^)* dass die Samme der drei Werthe von 
gleich A\B -\- C ist. sm dass diese drei Werthe nicht säraml 
negativ werden können. Auf eine nähere ÜuterÄUchunjr diei 
Wurzeln in serade dieser Beziehung wollen wir uns für den i 
frenblit-k nicht einlassen, da ««in der Natar dieser gewiss periodiscil 
Bew^nnsen lie^t, dass die Werthe von 4^ reell seien. Sind nun 
K^, ITj* die drei Wurzeln von (23') > so hat also K die sechs Wertli 

«•hei aber zu A^Ki n. s. w. dieselben y gehören. Beze« 

net man also die zu 4: A^, gehOriisen Werthe von a, f 
^» ßi' 7i> Q- s. so fibersieht man leicht, dass man haben wen 

I = xio8a. [9.(0x^65 + ci -I- AV) + ifr.(«Jr + «^^ + d-AT.f)], 

^^cos + + C2 + AV) + + ^5 + A'.O], } 
i ="^^08 7« («* + *5 + n + A.0 + iPb + 6jr + c=— A'. 0] , 



worin 

= A»c9m(mj:^by^ez^£mi)^ Bm^\n (.x + 6^ + ci + A.O, 



and das Zeichen S bedeutet» wmn solle die Samme derjenii 
Grössen nehmen, die man erhält, wenn man » = 1, 2, 3 s 

Die GrüSM» J,, Ä», C^, A - -4» Ä*. C,. ^3. /?s, Ci, 
bleiben ganz willkOhrnch. Die zweiten Seiten der Gleichungen 
bestehen also jeweils aus zwölf Gliedern mit zwölf ivillknhrlic 
Cfgsscn, ausser den ebenfalls wilikiihrlicheo a, 6, c. Ehe ^ 
weiter gehe»» woUeo wir zor Gleicluiiig (32') zurückkehren. 

XVIIL 

üstersaehong der Gleichung (32'). 
GlekfcMg bnter gleiche Werthe für i^^ liefern, «10 



Damit D = E=F=0 sei, müssen, bei der Kleinheit des einen 
TheiU der Koeliizienten in (ö) ixc^^eniiber dem andern: iR = 0 

sein, was jedoch nie der Fall sein kann. Somit hat diese Glei- 
chung» hei beliebigen VVertbeo von OpöpC, nie drei gleiche Wurzelo. 

Für den Fall» dass di>r Kürper isotrop ist« hat man: 

G^B=J, h^Mz=zN, P^<t^R, a^T^^n, Z)=e=^; 

Daraus folgt leicht» »enii mao 

a« + ft* + c*='* 

&etzt: 

i<= (€? + P)r« + 2Pa» + (J + «)r* -f. 43taVs» 

D=s2/%<;+m<»A» E=iPac^maer^, Fzn^lPab-^-mobt^. 

Setzt man (C;-|-/^t^+(il+^)r«='Sf 2P-|-4^=r» ao iat alao 

Ja«, B^S^Tb\ C=Ä+/(?», Zfem, £==r<ic, F=:Ta6, 
mithin die (32'): 

d* b« ^ 

ra«262_ ySfla^aca^. 2r8a26«c«=0, 

d. h. 

(S-JS:«)H(S-ifV^V»=0 oder (i^Ä«)«[«-ICH^V«IssO, 

d. h. endlich die (32') ist: \ ' 
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de bat mitliiii zwei gi«klie Warseln: 

und eioe ungleiche: } (34) 

K^=^{G -f 3P)r« + (H + 5Ä)r», 

Man fMsa, daaa die dorch die Gleidrangeo (32) beatiaiinteii 
drei EichtuDgee auf einander senkrecht etehen. Konstruirt nao 
fibrlgene das Ellipsoid: 

Ax^ + By^ + Ci« + 2Z>yz + 2£j7« + 2FÄ^y = 1, (35) 

so sind ]|^ > » TT Längen «einer Hauptaxen und die (Slei- 

chungen (32) geben die HiehJiincfen derselben. Für den Fall 
eines isotropen Körpers sind die zwei ersten Hauptaxen einander 
gleich , ihre Kichtung vviilkiihrlich in der auf der dritten Axe senk* 
rechten Ebene. Wirislieh ergtebt sieb ancb« dass die zweiten 
Gleichungen (32) unbestimmt werden, wenn man för die Werth« 
Ki^9 aus (3-1) setzt, dagegen bestimmte Werthe liefern » wenn 
man K^^K^ setzt 

XIX. 

Ebene Wellen. Fortpllanzungs-Gesch windigkeit. 
Oszillations daner. Polarisations- Richtungen. 

Wegen der linearen Form der Gleichungen (27) genügt schon 
eiiies der durch (33) ausgedrdckten Systeme denselben. Stelen 
wir desselbe so dar: 

I =[g)(tf jp + by f ez + Kt^ -{-^{ax + fiy + C2— Aro]cosa, j 
•ss(9(iu; -f + CS -f i&) ^ ^(äf -k^by^ a—Ktyjeo^ßs [ (^) 

f c= («x i-by-k-cz-^ Kl) + ^ {ax i-öy-i- a—Ki}^ cosy, ' 

fio stellen diese Gleichuns^en eine Eleniejilarbe\vo£(un» oder, wie 
wir sai'en wollen, eine Flenieutarwelle dar. l)al»oi ist drei- 
fach, eben so wie «, /3, y; diese Werthe hiii iif n libriu' ^s vod 
a, b, c ab. Aber eben weisen der linearen Form der Gleichun» 
gen (27) wird man für 6, c alle möglichen reellen Werthe wäh- 
len bunnen, wo dann zu jedem solchen Systeme von Werthen für 
a, bf € drei Formen wie (35) geboren. Alle ee erhaltenen (drei- 
ibcb unendlich vielen) Formen genügen in ihrer Summe ebenfalls 
den (t7) md alellen -das allgemeine Integral dieser Gleiebnngen vor. 
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Betrachten wir nmi ein bestimmte System von Weidivii GU 
a, b, c, Aw (35) folgt alsdaso, das« alle Punkte, welelie in 
der durch 

<w; -f % 4- c-'J = nt (36) 

charakterisirten Ebene liegen, für denselhen Zeitmonient dieselbe 
Bewpi;n?ii; |j;jl>en, in so Ccrnr man liloss die fltirch (^) i?f»£rebene 
Elemetitaru elie betrachtet. Legt man Jem m versoliiedene VVertbe 
bei, so erhält man eine Reihe paralleler Ebenen, in denen allen 
— jede für sich betrachtet — • in «leitiselben Zeitmomente fiir alle 
Punkte dieselbe Bewegung vorhanden iet 

Die Entfernung der Ebene (fi6) vom Anfangspunkt ist 



= — • Wllbleo wir oun zwei Ebeaen, die ^beide mit der £btne 

ax + by-^cx^O (37) 

parallel lauten, die eine in der Entleruung — , die andere in der 

LiUi<;rnuiig — - — , so werden für dieselben -J- 6^ + W= i» Mnd 
^m-^2js sein, so dase ip und ^ ihre Werthe nicht änderu för 
ueugelben Werth von l* Diese Ebenen sind von einander um 

entfernt und man schliesst hieraus, dass man durch den (ale un- 

begränzt gedachten) Körper eine Reihe Ebenen parallel zu (37) 

und in der /gegenseitigen Entfernung legen könne » In deeeu 

allen za derselben Zeit dieselbe Bewegung herrscht. Die Grosse 

^ helsst dessbalb die Wellenlänge fDr die durch (35) gegabm 
Elementarwelie. 

Aus (35) geht ferner hervor, dass ein jeder Punkt nach der 

Zeit -g wieder in diejenige Lage zuracklcehrt, die er am Anfange 

dieser Zeit inne hatte, so wie dass die Bewegung desselben 

geradlinig sei. Die Grosse ^ beisst in Folge dessen die Os* 
zillationsdauer. 

Denken wir uns, die Bewegung gienge anfönglich yon der Ebene 
07) aus, so werden« nach Umfluss der Zeit alle Punkte die- 
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«er 'lAeiia wieder die ifhfliiiglieli^ Lage angeneimnen haben; alk 

PualLte In der mit (37) paralieieo» in der Entfernan«» — befindiichoi 

Ebeoe sind in deiustlben Au^eiibliclc ganz i^enau in deri^db« 
Laire. Die Punkte in tlei* ei>«t<M\ Ffiene setztMi ihren Weff fort 
indem 81^, ihre ßen-eguncr zum /weiten iVlah; machen; die in dt^r 
aweiten £^ne ivollen ihn zum ersten Male anfangen* h^mi 

pflanzt sieb die Eri^chdtterung in der Zeit ^ durch den Weg- 

fort, und die Geschwindigkeit dieser Fortpflansnog kl 

also — • Die Schwingungen in allen den mit (37) paraileleo £W 

nen bleiben sich fortwährend parallel» indom cosc<', cnsß, co^] 
nur von o/ b, c, K abhauten« und zwar sind äie parallel derjeui 

1 

gen Hanptaxe des Ellip^oids (35), deren Länge 

Für dieselbe El)ene (3?). welche wir Wellebene li€i*>eo 

wollen, giebt es drei Werthe von A'; es geboren also zu jedti 

..." 2m 
Wellisbehe* dreierlei Clemeotarwellen, deren WellenlSnge ~ 9^ 

selbe för* alle ist, deren Oszillationsdanem ^y^> v^undderei 

iii A3 

K K> K 

FortpÜanzungs- Geschwindigkeiten — - » — , — verschieden «»»1 
. 1* r r 

Die Schwingungen in jeder der drei Wellen bleiben immer panl- 

Ifl mit einer der drei Uauptaxen des Etlipsoids (o >) , wemNk 

man sa^t, sie seien polarisirt und diese Richtungen die Pol« 
rij>ations r ici) tu ngen nennt. 

Betrachten wir also blo8s ein einziges System von WeiÜMt 
för a, 6, c (d« b. eine einzige Wellebene (37)), so erhalten vrir 
dadurch schon drei Elenientarweilen^ysteme, die mit qd* 

gleichen Geschwindigkeiten und un<»leicben Osziliationsdaiieru, abff 
mit derselln ii Wellenlanire den Körper durcheilen. Die Ü^chnit 
pnn2sriehtnnfrfn in den dreien stehen aut einander senkrecht uu^ 
bleiben sicli itunier parallel. Alle Punkte, welche in Ebenen Ii*" 
gen, die parallel mit (37) gehen und in der gegenseitigen EntferoDi^ 

— sind, beiluden öieii lür einen beslininiten Zeitnionient io ittt 

selben Bewegungszustande, indem sie es In Folge jeder elme^ 
der drei Wellensy^teme ja sind. 

Das EHipsoid (35) wird im Allgemeinen ein anderes, 
6, c sich ändern. Gesetzt, man lasse a, 6, c in ^s, qh, 
übergehen, wo ^ willkGhrlieh, so wird die Wellebene (37) 
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lucht anderiiy dagegen wird die Welleolaiige zu — - werden. Es 
loneht also in der Ebene (37) und den mit ihr parallelen Ebenen 
•icbt Dur die diurch die Wellenlänge cbarakteriairte Bewegung, 

imdertt auuh die durch die Wellenlänge — feetgestelUe, wo ^ 
irIHkbhrilch iet. 

Würde man in (31) die Grossen 4«...., Ä vernachlä«(sigeny so 
ergib« (32), dase K in fibergienge, wenn ü, 6» e in ^a, ^6, 

aoergiei)gen> t»o da«s die entsprechende OszUlationsdauer iväre. 

K 

Die Fortpflanzungs-Geschwiudii^keit bliebe — , wie vorhin, so dass 

adi mithin Schwingungen von verschiedener Oszillationedauer mit 
^erielben Geechwindigkeit fortpflanzen würden. Da dies den wirk- 
khcn Erbcheinun^en zu entspredien scheint, so liegt hierin ein 

wfahrungsgemasser Beweis, »lass sehr klein sind im Ver» 

liältmss zu G,,.,.,R. LUsst iiiaii die eben erwähnte Annahme 
»icht gelte«, 8o ijolit Af nicht in über und die Fortpiianzungs- 
(eschwindi^rkeit ist nicht dieselbe. Darauf iniisste eine Uisperr 
mn der ebenen Wellen in fetzten KOrpern beruhen, die bis jetzt 
TOfl der firfahrnng nicht nachgewiesen zn sein scheint« 

Ffir den Ausdehnungäl^oefBzienten (§. VI.) erhält man aus (35) : 

(38) 

ö=(acosaf 6cos/3+ccosy)[qp'(öa:+6^+C5;-|-/^0+^'(*'^+6^+<^*— ^Oj» 

Der Winkel £, den eine Polarisations- (Scbwin^nnsr»-) Richtung 
mit der nuf der Wellebene (37) errichteten iNoruiale macht, ist 
bestimmt durch die Gieichuns: 



cos 



a cos a- \-b co s ß^c cos y 

ls _ 



— '9 

TS 

Vena wir mit $ den letzten Nenner in (32) bezeichnen. 

Für den Fall eines isotropen Körpers nnd JiC*=: (6r 4-3/')r' 

+ (il + 5Ä)r4 ist 

(^_Ä*)(iJ-Ä»)— F» s= JcV»; 

ano ... 
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cogg cosj^ ' cosy I 

acosa + ftcos/}-!- ccosv o* + 6* + c* , _ 
cost= ,=0, 

d. h. die entsprechende Schwingongsrichtun^ steht senkrecht auf 
der Wellebene, die zwei andern liegen folglich darin. Für diese 
letztern ist also acosa-f^cos/S -|-€COS7=09 d. b« nach (38) die 
Verdichtung oder Ausdehnung I9uli. 

Je mehr ein Korper sich dem isotropen Zustande nähert, desto 
mehr sind die eben gemachten Folgerungen richtig. 

Die WellenfUche. 

Wird in einem Punkte, z. B. dem Anfaogspiinkt der Ka«idi* 
Qftten, einf Bewegung erregt uhd unterhalten, so kommt nach mid 
nach der ganze (nnbegr£nate) Korper in Erregung* Die entspie- 
ehende Bewegung versinitliehen wir une dadureh, dass wir sagen, 
es durcheilen eigene Wellen in unendlicher Anzahl denselben; in 
jeder ist andere OsziUationsdauer und andere Fortpfianzuogs- 
tiescbivindigkeit. 

Ist 

eine Wellebene, so gehören zu iljr dreierlei ebene Welleu voa 
veräL'hiedenen Polarisali<»nsf iclitunizen und verschiedeneu Fort- 
pflanztinc^s • Geschwindigkeiten. Am Ende der Zeit / ist die am 
Anfaoge im Anfangspunkt erregte ebene Welle in der Ebene 

angelangt, wo q = KL Fragen wir nun, wohin die Bewegung aber- 
haupt am Ende der Zeit t gelangt sei, so müssen wir a, b\ c alle 
möglichen Werthe beilegen und sodann diejenige krumme Fliehe 
suchen, welche durch die Durchschnitte aller Ebenen, deren Gleichang 

ist, gebildet, d. h. von allen beröhrt wird, wenn man a, b, c alle 
niüglichen (reellen) Werthe bellect. In dieser Fläche trete« a[!e 
Elementarwellen zusammen J\r,\\ man wird dadurch eine (lir unsere 
Sinne wahrnehmbare Bewegung erbaiten, während die der eioMl* 
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oen Elfnentarwettir nicht wabrndimiwr Ist («to Min Grande nicht 
yorkmden» voodera bloas zur licMercn VwdeaHlchung 
RiMultaten der RccbnuDg bcrgeoomrocn)« Wir Mtcen siir^Bciivo»' 
liebkeit 1=1 and verstellen also die Gestalt der gesuchten Fläche 
nach Unifluss der Zeit 1 vorzugsweise, wenn wir von der Wel- 
leDfiächo sprechen. 

Die Bestimmung der Wellenfläche für den Fall, da von der* 
selben Wellehenc aus Wellen von verschiedener Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeit fortgehen, iet eine gewisse unbestimmte Aufgäbet 
indem die fragliche Fläche aus einen» Systeme von Flächen be* 
steht Wir wollen nur denjenigen Faü betrachten» in dem man 
Jil«M..»€t vernachlässigt Setzt man dann 

QL.za.9oO b C' K ^ 

T ' T T • T 

80 ist 

nMr+ w^H/'* = ö (a) 

die Gleichung der Wellebene « O die Fortpflanzungs- Geschwindig- 
keit» gegeben dnrch 

vre 

' ^'C'=={G + Q)m^-{-(ff-l-F)n^-\'(J^^)p^, 
JD'zrzWnp, £':=z2Qmp, F' ==2Umn, 
und zugleich 

Denken wir uns tüt m,n,p alle zwischen —1 und -f-^ liegenden 
Wertbe» welche (c) genügen, so erhalten wirallemOglichen Wellebenen. 

Da j9 von m und n (durch (c)) abhängt, so sind drei nahe an 
einander liegende Wellebeneo: 



Digili^uG Uy Google 



348 Pienger: SiMOm 

Vm 4^ KoonfiiMlcii ihres DureboebBltlipiiDktes sn eriialtoi^ 
Mtat man alle drei nigkicfa bestehen. Hau fibersiebt leiebt, dass 
hei der WilUrfifariicfaIceif von dm, Bm, dm', dm' dieselben sorlid^- 
kommen aaf 

i ■ - dp d(5 dp ... 

Bestimmt man |^ aus (c), |^ aas (b) nnd eliminirt dano 

m, n, p, 6) aus (d), (c) und (b), so erhält mao dieGieicbuDg dec 
Wellenfläche. 

Man übersieht unschwer, wie man an verfahren hätte, weaa 

nicht ü ,<St vernachlässigt werden. Alsdann mösste man s.B. 

die Wellenfläche fflr alle diejenigen Wellen suchen, die von den 

Tersichiedeiicji Wellebenen ausgehend dieselbe Wellenlänge, z. Ü. 

^9 hätten. Man hätte dann: 
9 



aa + Ä* + c«=^«, (cO 

und hätte aus (b^, (c'), (d')i nachdem die Olfferentialquotienteo 

erbaken worden, a, b, c, K zu etiniiniren. 

Die Durchführung der Rechnung ist von geringerem Interesse, 
sie mag daher unterbleiben. 

Wir wollen im Nachfolgenden nun noch einige Betrachtungen 
zufügen, welche sich bloss auf elastische isotro()e Kür|ier 1.) 
beziehen. 



XXI. 

Bedingungen, unter denen man von der Wirkang der 
äusseren Kräfte absehen kann. 

In der Regel sind die fremden (Massen-) Kräfte die der Schwere^ 
oder aie rvihren von Ansiehungen, die umgekehrt proportional sind 
dem Quadrat der Entfernung, her. In fa«ldea Fällen, kann man die 
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• Betracbtang dieser KiHlle in folgender Weise ongeben. Gebt 
nan von einem beliebigen Gleichgeiviehtezuslande aus» am zu 
etoem andern zu gelangen, und ▼ernacblSeaigt die Gruaae» 

ü ,Cül, so hat man, uoter der Voraussetzung eines isotropen 

Körpers ($. III.) : 

iw(.53+8^ + ^'^V8*ä.+ i5S+a>v *'■-"■< 

Ansenomnien nun, man könne dic soü Gleichnnsfen irern'ii^en, 
ireiin man Xy Y , X weglässt, und »eien ^| , Vj , ^| die dadurch 
tich ergebenden Werthe von |, v, f , so wird es oft nicht schwer 
leio, gewiase Grössen lo> & Hnden» der Art, dasa f K^, 
Ci-fib für l> V» £ den Gleichungen (39) genflgen. Wir 
ffvUea dies in den beiden berührten Fallen nachweiaen. 

fileien F, Z im Aiigeraeinen l^onstant, gleich 6« c> 
so Hird man leicht linden : 

II 6 c 

Oeu unter dieser Toransaetzung ist 

= ^ %¥\m) ^ ^ 2(7> +360 ^^^^ 

B-s. w. Die Wertbe (40) aind also Wertbe von {q* £b> wie 
ae verlangt wurden. 

Kühren X, F, Z von Anziehuns^skrältcn her, -so seien 
|3» y die Koordinaten eines Punktes dea anziehenden Kör- 
pers; 1 die des betrachteten Punktes unseres elastischen 
Kurpera; M die Masse dieses Punktes; /*(«» ß^y) die Diehte des 
ttziebenden KCrpers im Punkte («• y)» so ist die Wirkung des 
uiiebenden Körpers auf den Punkt M nach den drei Asen : 
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WO die dreifachen Integrale auf den ganzen anziehenden Körper 
^ auezudehnen sind und 



ist. Daraus folgt: 

2^^&M^a«ö^a,. (.) 

Man aefifo nun 

JJpS^Ji^iaäßSy^S. (b) 

* » 

80 folgt aus (a): 

wobei die positive Richtung der Aien von (xyz) gegen {aßy) geht 
Setzt uiau eudiicb 



(d) 



80 genügen den (»iQ): * 
Denn ans (41) folgt: 



8»io_ , I 



* 1 /VT/r Ä 3(«^a:)r(ff-3^)H(y-^r'l . .fl^,, 
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wovon dia iSuinme 
M. Eben so 

Sttst man dies in (38), so erhMt man: 



d. b. man genu'i^t fler ersten ( ilclrliunij. Elieii so würde man den 
andern zwei genügen. Kann man 80 ^o> '^o> &) bestimmen, so 
braucht man nur <lie allgemeinen Werthe von |, i^, £ zu suchen» 
welche den Gleichungen (39) ohne Y, Z genügen, um die 
aUgemeinen Wertbe zu haben» die den (39) mit X, Z genü* 
gto werden. 

Man kann da^ Gesagte auch leicht auf die Gleichungen (27') 
anwenden, die in diesem Falle sind: 

Geft»etzt, lo, Vq, ^ seien Werthe, bestimmt wie so eheu, so 
wird man blos» die allgemeinen Wertbe von £» v» £ au suchen 
Ilaben, welche den GieicbuDgen: 
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fti=^('*^\Bi* + di* + SifiJ + &»>> 

genflgen, um durch Zußigung von t\), die zu erhalten, die 
den (42) genSgen. Dass man ahnliche K«»ultal« für dte allgemei- 
nern Formeln (27) erhalten konnte» ist nicht schwer sii Gbersebeo* 



XXIL 

Weitere ßetrach tu n gen über die Gleichungen (43). 
Transversal* und Longitudinal-SchwiDgongeii. 

Die Gleichungen (43)» oder die allgemeineren; 

g~ =(G+/^/>^+2P|^ 4^(^i-»)ö^/>^4;f4»./>5^.g!, > (4^) 

^ =(6-|-/^)i>«t+2/>^ +(il+»)/)a./^«f+4«./)».-^, 

worin die Bezeichnung aus §. XI. klar ist» worden bereits in §. XVII. 
intesrrirt nnd wir haben dort gesehen , dass zu jeder Wellebene 

dreierlei Wellen gehören, wovon die eine ihre Polarissationsrich- 

tmii: senkrecht auf die Wellebene, du- an lf iii z\\e'\ in der Well« 
ebene haben, und aüe drei Kicbtungen aui'eiaander senkrecht stebeo. 

Die ersten Schwingungen wollen wir dessfaalb Longitudi- 
nalschwingungen» die andern Transverssischwingangen 
beissen. Die letztem erzeugen weder Verdichtung noch Verdfin- 
nunt;. Die longitudlnalen Schwingungen pflanzen sieb mit derGe- 

8^•h^^ ill<ligkett % die transversalen mit V 6' f P *) fort 

i {f = ü ist, weiiii in II» voüj natiirlichen dlcicbsewichte aus- 
geht). Ist^JT + 6// + C2=0 die iileicbung der Wellebene, so whrd 
diePolarisattoosrichtung der erstem bestimmt durch dieGleiebuogea: 



VmadilimSist msa V, St airbl« «• wivm Glissen ($. XTIiI.)t 
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Die Gru?i*e .4 in XXj bleibt uiüLäjkilicb. Ein S 
geD 16 .S\>teme 2eriigt iüT >ich des (-13^; lüe ^ur^£^ atf^igy 
aller griij^t «boi so, w«M ifie «riftArifeiie fimmsf^.^ i 
Wi jedem eise an<!€te acn kaas. Iifnf k» 



btopale. (i. ZnL) 

IIa man 



+<*+»>(^- H» 



n. a. vr.^ 8o wird nian die Csieicbuiigeo (43') aacii io UAi^sM 
F<m aelneilieD kvooen: 



g= [(c+si^ -toi + «»)/>».] ^ 
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io welchen Gleichun£^en die gedrängte symbolische Bedeutung da- 
4arcb leicht verständlich werden wird, daes wir die erste deiMl* 
bee etwas auafilhrliclier schreiben. Sie wäre: 

BS 

ä.=(C+3/")jj+(«+51.)0'.|i 

r 4 

I 

B^ti 

fobei wir uns erinnern, dass w=g^ + + 

Aus den Gleichungen (40), welche identi^rh sind mit (43'), 
folgt nun, dass die Loni^itudinalschwinfjun^en sowohl als die Trans- 
Tersalschu ingungen (Vir sich all« in bestehen können. Es folgt 
dies allerdings bereits schon aus dem, was wir io XVIL ff. ge- 
idwn bfüisn; jedoch nag es nicht ohne ioterease aeio, es hip 
lodimals zu erweisen. 

Aogenommeu nämlich, man habe bloss 

s=c(« t <i.t»,i.'.i ue-i) + ^ (£-1)]. [ («) 

g=[<«.«t«.,»..)L4(|-|).^(g-|)], 

und man setze (üt v» t eines der Systeme (45)» so ergiebt sich 
Ä'^cos «= [( €r + f*} + + Ä) r^] [r^cos a— ö (a cos « + 6 cos ^ + c cosy)J« 
l>cos /J= [(Cr + P) + (Ü r«] [t»cos /J - * {« eos cos -f ecos y)], 
Pcos7S=[(6'+i^+(il+»)r*][racosy— c(«cos«+6cos/?+coosy)]. 

Aus diesen Gleichungen folgt ganz unmittelbar» indem man 
die erste mit a» die aweite mit b, die dritte mit c multiplizirt und 
«ddirt: 

iÄ*-[(6.+ P) + (il + :Hjr-](r^— r2) | (acosa + 6cos^ -|-ccosy)=0. 



a. h. da nicht 'K*=:0, so Ist nothwendig: • >^ • 

acos«i^6cos^4-ccosy=0» Ä«=5[(€;+/>)+(il+»)ra]f«. 
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Die eiiste dieser Gleichungen ergiebt dann auch, daas ^ 

+ ^=:0, so daaa dieselben Werthe, welche den (47) genugeoi 

auch den (46) Genüge leisten. Da 6 = 0, so sind die« Ttwartf 

salsch^vingungen, welche somit für sich bestehen können. 

Gesetzt nun weiiter, man habe bloss die Gleichungen: 

(48) 

aTi=[C+3i»+(ji+6«)Z>».]^' • ■ 

und setze wieder für eines der Systeme (45), so echäit luan: 

' . Ä^cos« 

=[G+3P+(iJ+51l)r2J[r^cos « f b(a cos j?- 6 cos a) -|- c(a cosy— c cos a)], 

iSr«cos/3 

s=[Cr*f3P+(il+5}i)r2][r^os/3-ha(6cos«-acos/})4-c(6cosy'CC0Si9J» 

A'-^cosy 

=:[ G (Ü -f 51J)r2][r*cosy-|- a(c €08 «— « cos y) +6(c cos - ^ cosy)]. 

Man raultiplizite die erste mit 6, ilie zweite mit a, und subtrabirci 
80 hat luao: 

(6cc8a^acos/?)AC>=0, also 6cosa— acosp=:0. 

4 

Eben an leicht ncosy-^ccosasO, &cesy — cc9s^=0« und daoD 

Aus 6ces«— >acos|}=0, acoay^eeoaa^sO, 6cesy— eeoa|!^^0 
felgt aber auch», dass zugleich: 

¥ m. 

d. h.» dass dieselben Werthe, welche den genAgen, aoch^deo 
(46) genfigen« Daraus folgt der hehanpfete Satz onmittelbar« 
Kennt man die allgemeinen Integrale von (47) und (48), so erfolgt 
ans der Summirung beider ein Integral 700 (46)« 
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XXIll. 

* 2 1 / 
Mechanische Bedeatung der.GrSsse 5*p~^* (§. VIII.). , 

Wir ivollen uns ein Prisma denken, das vertikal aufgehängt/ 
sei; es sei «lassei Ije einer Ziü^krafl F (auf die Einheit fler Fläche)' 
Hiitervvorten, die an «einer untern Fläche nn^^ebracht :«ei, ivahrend 
auf die Seitenflächen keioe fremden Kr&fte wirken. Ist (Tar»;VL 
Flg.&) AD die Axe der 4r» AB die der AE der %, so wird 
niii sets^ kunnen; 

wo a mid swrt Konstanten sind. Diese Annahmen genfigeif rden 
Clleicbangen des $. III. und widerspre^Jhen der Matnr der 8aehe 

offenbar nicht. Hieraus folgt (§. Vlil.), wenn wir den Körper 
ils isotrop voraussetzen: 

i=^,PJ^-4o], B'=»„PJiß-4ti\, C^dolM3ß-i>i], B=€=Cr>n. 

r . 

Da aber auf die Sl^itenflächen keioerlei Druck ausgeflbt wird» ao 

müssen ^=l?'=ü .sein, d. h. jS=4a, aUo C*'=do^o-10a=^/yo; 
diese GrüsSe ist aber ?= also 

5 2 F 

^ ist aber die lineäre VerlSngemng des Prismas» wenn seine 
Uoge z^l; daraus folgt, dass 

2 1.. 

die Grusle g'^p* isotropen liörpern die Verlfinge* 

ruog bedeutet» welche ein Prisma tod der LSnge I er- 
leidet, wenn im Sinne seiner Länge auf die eine Grund- 
fläche eine Zugkraft =sl (auf die Einheit der Fläche) 
ausgeiiht wird und die andere Grundfläche fe^t ist/ wäh- 
rend keine IMas^enkräfte und keine seitlichen Kralle auf 
dasselbe wirken. 

Wr sehliessen hieroit diese ßetrachtnngen. Es tag natfiriieb 
lidit in nnserer .Absieht» Anwendungen auf spezielle' Beispiele nt 
Mchen» wir wollten nur die aligemeinen Gesetze, namentüob die 

BiMuD^ der all^mefnen Differentialgleichnngen klar und ausfuhr* 
lieh entwickeln, und müsäeu, waa speziellere Keispiele aubelangt» 
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etwa aof das bereits in der Einleitong berührte Werk Ton Lame 
▼erweisen. Lame bat allerdings einen durchaas andern Weg eio- 
geschlagen, auch in so ferne andere Resultate erhalten, als er 
von schliesslich zwei bleibenden Konstanten in den Gieicbangeo 
(39) spricht, wobei er naturlich sich denkt, es sei vom naturlichen 
Gleichgewichtszustande ausgegangen (in welchem Falle G=0 
wire); andemfälls enthalten auch unsere Gleichuns^en (39) zw« 
bleibende Konstanten P-f G und 1P. Das im Vorstehenden ErSr« 
terte ist hinreichend, um zum Stadium eines spezielleren Werket 
die nöthigen allgemeinem Kenntnisse zu geben. Der Vbrfheil der 
obigen Betrachtungen, wie sie von Navier, Poisson, Caacby 
herrühren, gegenüber denen von Lam<^, scheint uns vorzugsweiie 
in dem klaren Verständnisse dessen zu liegen, was die jeneik( 
eingeführten Grossen zu bedeuten haben, wie sie folglich za b^ 
rechnen und za behandeln sind — ein Vortheil, der gewiss nickt 
zu niedrig aozuschlageo ist. -'üi 

In der vorliegenden Arbeit wurde neu gegeben: die £nt- 
Wickelung der Gleichungen (7) bis zur vierten Ordnung and Alles, 
was nun damit zusammenhängt, so wie die Darstellung in§. XVU 
auch in einer Weise elementar gefuhrt wurde, dass zum leichten 
Verständniss ein vielleicht nicht unwichtiger Schritt gethan wurde. 
Wie man bei wirklichen Beispielen, also bei gegebenem Anfangs- 
zustande sich zu benehmen habe, ist allerdings nicht aus einander 
gesetzt worden, jedoch nach allgemein bekannten Lehren der 
hohem Mathematik nicht schwer durchzuführen. Die §§. VII., IX, 
XI., XII., XV., XVI. u. a. m. enthalten ebenfalls manches Neoe, 
80 dass, wie schon Eingangs gesagt wurde, in dem Vorliegendeo 
niefit bloss alt Bekanntes aufgeführt wurde. 

Schliesslich mag noch eine Bemerkung in Bezug auf die At* 
Wendung des Vorstehenden auf die Theorie des Lichtes hier I 
Platz finden. In %^ \\.. haben wir den dortigen zweiten Fall 6|>^ I 
ziell als hieher gehörig betrachtet, und behalten uns vor, in einem I 
folgenden Aufsatze denselben zu erörtern. Man hat aber, und 1 
vorzugsweise Caucby, schon die obige Theorie (erster Fall de« 1 
§. II.) geradezu auf die Lichtbewegungen angewendet. Dabei I 
stellte sich jedoch der Uebelstand heraus, dass man die Liebt* I 
Zerstreuung (Dispersion) nicht erklären konnte, wie dies aus §. XIX. 1 
auch hervorgeht, indem bei der (seither gebräuchlichen) Beschräo- 1 
kling auf die Gleicbiitigen (27') Wellen vdn verschiedener Oszilla* I 
tlonsdauer ntit derselben Geschwindigkeit sidb fortpflanzen wurden. I 
Caucby bat desshaib durch weiter getriebene „INaherung'*, wie I 
er sagt, die Dispersion zu erklaren gesucht. n<^r oiopntlirbe I 
Gfuod Mioer Rech üuugeu läge in der Annahme der 



Googl 



«f^tlfMiMDi iriloriing« {.XIX. eiBr.OivpewIpn Mg«»! irir«l«* 
Allein es mteste dieselbe alsdann 'ancli ini> leeren IlMini«' Statt 
fioden, was abermals dea Erscheujungen , widerspricht» so dass 
die Cauchy'scbe Theorie tiieder nicht mit der Wirklichkeit über- 
emstinimt. \Vir werden im Nächistfol^enden sehen, 4)a8s unter 
den Vorau^setzuns^en des §. II. die Dispersion in deu ver^cbiede- 
neo Medien sich ganz natürlich erklärt. ' 

Endlich ist es noch meine Pflicht, anzufahren, dass manche 
Anregungen %vl obigen Ausfiihrungen aus ßeroeinscbaftlichen Be» ' 
fpreclHingen und Slwdien mit den Herren Profeksenan Reiften«' 
back er und Dr. Wiener der iiiesigen polytechnischen ISchule 
hervorgei^angeiJ sind. 



XVIII. 

Miscellen.- 



Folgerungen aus dem iu Tlieii XXIL S. <^54. bewiesenen Satze. 

VoD Ilcrm Professor J. K. S tcrrko wski an der Luiversität 

au Krakau. 

Erster Satz. Sei ABC (Taf. VI. Fij?. 6.) ein geradliniges 
Dreieck, in irelchem der Winkel A ein spitziger Winkel ist; er* 
richtet man auf seinen drei Seiten Quadrate und fallt aus dem 
Scheitel C niH' AB dns Perpendik^'f f Vw, so ist die I lache des 
iul der iSeite JSC kleiner als die iSurnine der i laelien der auf <ien 
beiden andern Seiten errichteten Quadrate; dieser üeberschuss 
ist gleich der Flache eines iieelitecks» dessen zwei anliegende 
Seiten ^AB und Am sind, d. h. wenn man der %Aw halber die 
Quadrate auf AB und AC durch P und Q bezeichnet, ßCDB 
^P^Q^^ABxAm. 

Beweis. Nach dem in Tbl. XXil. S. 354. des Archivs bewis» 
tenen Lehrsatze ist: • ; 

P'\-Qz=:BCGF, 

Dt aber BCGF^^BCMR; so ist augenscbänlich das Quadrat 
BCDE Ueiner als das Rechteck BCMH, also kleiner als das 
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Paralleloi^ramD) ßCGF, und endlich kleiner ab die SufliM Pf Q 
ma da« Keebtack DEHM, d. i. 

Verlän£?ere man HJ\J lüa / so, daKs HI^'iAß, nnd preMnze das 
Rechteck HEPl, schneide dann uiii iJE IJK = Am ab uuii ziehe 
die Gerade KL parallel zu ///, vi eiche CM in N schneidet , aielw 
zuletzt die Diagonale HP, Im Dreiecke PHi ist 

HNiJSPz=^NM:Mi. 

weil al.er IJ M^DE und 311= DP, so Ut auch JJN:NP= DE:DP, 
d. i. die drei Punkte h, ^, P liegen in einer und derselben Ge« 
raden HP, Die Figur zeigt» daaa 

DEHJU= HKNM + DEKJS, 

und bekanotlich das Rechteck J)EKN=:NLiM, desawegen 

DEHM^HKNM-k-NLiM^ ttiLK=HixHK=2ABxAm, 

aUo BCnE sszP-^Q ^2ABxAm, w. z. b. w. 

Zweiter Satz. Sei ABC (Taf. VI. Fie. 7.) wieder ein f^erad* 
linige» Dreieck, in welchem' der Winkel >f ein stumpfer Winkel 

Ist; errichtet man auf seinen drei Seiten Quadrate und fallt atiz 
dem Scheitel C auf die gegenüberliegende Seite AB das Perpeo- 

dilcel Cm, so \st f!ns nnf" der dem stnniptrn Winkel ijejrenfdicr- 
liei;enden Seile errichtete Quadrat gröfiser als die Siinune fler 
Qiiailrate auf drri beiden andern Seifen, und dieser Uebervschnss ij^t 
gleic h der 1 lache des Rechtecks, dessen zwei anliegende Seiten 
^AB und Arn sind, oder, die obige Bezeichnung beibehaltend; 

BCD£=P-^ Q + 2ABxAm. 

Bew eis. Nach dem vorher erwähnten Lehrsatze ist P-{-Q 
= BCGF:=BC3JH. Da aber BCMH = BCDE-- BEffßf, so 
ist auch P^Q—HCDE-DEILV, Verlängere man EU Ins P 
ao, dabs EP^^AS sei, und schneide auf EH EK=Am ab, 
ziehe dann KL parallel zu EP, welche die Seite CD des Qoa* 
drats im Punkte N schneidet» ziehe endlich die Diagonale Ei, so 
kann man wieder beweisen, dass der Punkt A' in dieser Dincro- 
nale liegt. Nifn ist ersichtlich, dass das Rechteck DlJtM 
:=z DEKJ\' f HKiSM sei und dass man statt des letztern das ihm 
gleiche DPiLP nehmen künne. Auf diese Art haben wir 

• 

P-l-Q = BCDE-' DEHM = BCDE - (DEÜTiV^ HKüM) 

=:BCDE^(DEKN^DNLP) — JJCDL — EKLP 
^ßCDE^EPxEK=BCDE - 2ABx Am, 

BCDE e P+ e -f 2ABX Am. 
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Einfacher Beweis des Lehrsatzes, welcher behaaptet» 

dass zwei dreiseitige Pyramiden, die einander gegen- 
tüldlicb (symmetrisch) gleich sind, gleich grossen Baum- 

inhali haben. 

Von dem 

Herni Reallehrer P. G. H, Heinemann 

in Marburg 



Man beschreibe um eine gegebene dreiseitige Pyramide eine 
ibgelt 10 deren Oberfl&cbe die sammtlicbeo Eckpunkte dieser Py« 
iwidf liegen. 

Man erweitere die vier Grenzflächen der genannten Pyramide 
hm zum Durchschnitt mit der Kugeloberfläcbe. 

Man hat alsdann, wie Taf. VII. Fig. 1. zeijrt, ausser der drei- 
seitigen Pyramide, die wir mit P bezoK luien wollen, noch fol- 
gende awei Arten von Haumstuciien in üiei>er Kugel dargestellt: 

1) Secbe sweieckige Stocke, welche längs den Kanten der* 
Mseitigen Pyramide liegen. Sie sind in Taf. Vll. Fig. 1. mit 
•i» *2» *3, und bezeichnet. Jedes derselben ist einge- 

iichlosseo von zwei ebeiieu Kieib^egmenten, welche zu Kugel- 



*) Gleich nsdideni . Ick meinen Beweis dieacs Satses Im slsbenlen 
TMIe dieter Zeitackrlft pag. 984. u, ff. bekanat gemacht hatte, fsnd 
Herr HeiDemaan, welcher damala mein Zuhörer war, dea Torliegen* 
In Beweis nad fkeilte Iba mir und einigen Frenndea mit. Da mir 
a«aer aene Beweis sehr interessant su sein sdieinty so babe icb Hstra 
HalnsaiaBn eisncbt, Iba sn Teroffentllcbsa« FreC Hessel. 
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K u <z e Lfla dieaai&k^ 

9 Viir M fkhf WtmmamAm, wcM 
FjUMiily MficfML Sie flM iB Tat %1L Pi^. 1. 

mit dg, d^, 1^ und Jedes deriscibes Ut ein^esofaio>:^«Q vos 
eineru «feenen Dupieck, "elrhes z'Jileich Grenzfläche der Pati- 
mide ist. von drei ehenen Krets^e^nienten, « eiche in den Enrei- 
termigeii der dr«s äiir^;eii ^renailachen der ramide liegca mi^ 
Ton eine« dreieckijgCB KngfMiclif »ntnch, 

Li ■ MMl^M ■ t 



Stellt n»an das zu ein -r heliel/iGen Spieeelebene WW p 
hifige SpiegellMkl der sn zrrtbciUeii kugcii Tat*. \ II. 4tk 
M» CBthik da«selbe ein Spiegelbilil der In Tat VIL Fi^. 1. vich» 
Pyrraide, w dcfca i wfr ■Ht 17 bescMMi wyBnL ITmiir 
■ber mck dis awrafacfciftn RanuitficiDB c^, o.. 

tf«, die dcrOi^MBgmeh dieSpiegdfciid«rd«rSMcke%,% 
#4, and % MdL Es eelUit eedlieb die Tier Raum^tucke 
ä^f und d^, wekbe der Reihe liacit oia ^pi^^ibüdef <l9 
Baaingfäcice dg, d^, und «iod. 



Kegel ia Tat m Fig. 1. mH Feaiii 

ihr conemeote in Taf. TU. Fi^. 2. mit so kann man die h 
balle beidef kugeiü au^d rücken durch folgende Sommen: 

F= P + £ji + Jsi+^ +Ji»+ + K +€i^+i^ + 



wolär wir aeUen wollaii: 



mm vnt bezaklineD weilen derch: 

Nun ist jedes der Stflclre Sn *3, ^4, % und 5^- <!< r Urdnuo: 
nacli conLTiH'nt dem mit <lerselben Ordnunn.<zahl bezeiclirteleu 
ttüUr den btückeD a|, 0^, a^, 04« 64 und 0^« deuii ea iat x. £. 

weil der Nelgongewiskel der beiden Ebene» mi6 auf «116 in TalL Vi> 
Flg. 1. gleleh lat dem Neigangawiokel der Ebenen a^n^bx 9iaf eiWi^ 
ia Taf. VIL Fig. 2., wÜHtend aagleteh die Kieinaegmente oa^ 
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welcher öeAaupiei, dass zwei dreiseitige Pyramiden, die etc. 363 

ff]7ii6i , sowie die Kreissegmente amb uod a^mibi einaDder coD- 
grueot sind. 

Es folgt hieraus t dass 

*i +^ f «a + «4 + *Ä + ^ = <^i + <y« + fl^» + + «^Ä. 

also 

ist. 

Es ist ferner jedes der Stücke di,d^, und der Ordnung 
nach an Grosse gleich dem mit gleicher Ordnungszahl bezeieh- 
neten unter den Stficken d|, d^^ 6^ und 9^% denn «a g^ht dlaad 
Gleichheit, s« B* fiSr di und d| daraus her?or, dass 

K + #1 + % + ^ + ai + Oft + a J 

and 

ist» mdem die Kugelsegmente [«ii-ffi-l-^+^s] und [^i+(^i-f<^-f'<'5] 
einander eongruent sein müssen, weil ihre kreisflirmigen Grenz- 
flächen, in welchen die einander congruenten Seitenflächen ao6 
and a\Oibi der Pyramiden liegen, In den beiden einander con* 
gmenten Kugeln Fund <^ gleich weit von deren Hittelpunkten ent- 
fernt sind 9 während die Gleiebheit der Summen [jg *!- und 
[tfi -|- s^ -f- 0^5] daraus folgt» dass die einander entsprechendtB 
Glieder derselhen eongruent sind, 
ist atier 

d^=4» i^=dg und d«=:d4; 

so ist auch 

Da also iiheriiaapt 

oder 
und 
so wie 

ist» 80 ist aueli 



i5* 
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XX. 

Ein Beitrag zum geometrischen Zeichnen. 

Von 

Herrn Christoph Paulus ^ 

Lehrer der Matheniattk an der firziehungsanstaU auf dem Salon bei 

Ludwigäburg. 



Mit Recht wird von Seiten der Beliorden und Lehrer dem 
ÜuteVricbt im geometrischen Zeichnen immer mehr Anedehnung 
eingerSnmt, denn es Ist dieses Fach nicht nnr für die Industrie 
durch seine vielfache Anwendung in den Gewerben, sondern auch 
für den theoreti^clicn Unterricht in der Geometrie, dem es eiu 
irisches und renes Leben eiT»zuhauc!ien vermag, von grosser Wich- 
tigkeit. Auch hat nicht leicht ein andcTer ünterrichtszweig in so 
kurzer Zeit gleich grosse Fortschrift e gemacht. Es ist niclit nHthicr, 
in dieser Beziehung an die rasche Bntvvickelung der Projektions- 
lehre (geometrie descriptive) zu erinnero, welche fast ihrem gan- 
zen Umfange nach ein Produkt der neoeren Zeit ist ond den 
höheren Theil des geometrischen Zeichnens, die Zeichnung der 
körperlichen Gestalten in sich schliefst; denn auch der erste» 
Diedere Theil des geometrischen Zeichnens »' nftmlich die Lehre 
Ton den Constrnktionen ebener Gestalten , hat eine reiche £nt« 
Wickelung hinter sich. Zu diesem ersten Theile des geomeCri- 
echen Zeichnens rechne ich nicht nur die Constroktlon ebener 
Figuren auf dem Papiere« sondern auch diejenige, welche im 
Dienste der Feldmesskunst auf der OherflSche der Erde vorge» 
nommen wird. In beiden Bcziehiingen ^siiid Fortschritte gemacht 
worden. Ich erinnere nur an die neueren Leistungen hinsichtlich 
der Construktion der in- und umbeschriehenen Vielecke, mancljer 
Construktionen am Kreis und einer noch grosseren Zahl an den 
Kegelschnitten» an die neueren Mittel, gerade Linien auf dem Felde 
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ausnifttockeo, die fllndenii«e halber nickt visirt werden kSnnen, 
nnd an manches Andere* Zu diesen materiellen Fortschritten ge* 
Sellen sieh noch andere formelle, die Metbode des geometrischen 
Zeichnens betreffende j welche von nicht geringerer Bedeutung 
sind. Hiezn rechne ich dasjenige, was geschehen ist, um die 
Grundlagen des geometrischen Zeichnens, das Ziehen von Gera* 
den und Kreislinien, oder also den Gebrauch des Lineais und des 
Ziricels seJI)st einer Lnteisuchunc: zu unterwerfen, und zu bestim- 
men, in wie weit diese Grundlagen lür das Zeiciinen nothwendig 
und unentbehrlich oder zulässig und vortheilhaft seien. Mit die- 
sen Untersuchungen haben sich in neuerer Zeit angesehene Mathe- 
matiker dreier ^aticuen beschäitigt. 

Der Italiener Mascheroni hat in seiner »Geometrie des 
Zirkels", Ton Carette io*s Franzlistsche nnd von Grusen in's 

Deutsche (1825) übersetzt, gezeigt, dass alle geometrische Con- 
struktlonen allein schon durch den Ziri^el ohne Gebrauch des 
Lineais ausgeführt werden iiünnen und dass häulig diese cirku- 
lären Construktionen vor denen des Lineals durch eine grossere 
Schürfe sich auszeich(»en, wodurch sie besonders iüt Mechaniker 
SUr Aiilertigung feiner Instrumente sich eignen sollen. Gewiss 
ist, dass diese Methode gekannt zu werden verdient und im geo- 
metrischen Zeicbnungsunterricht nicht ganz übergangen werden 
sollte. Schon wegen der Vermehniog des Uebungsmaterials ver* 
dient sie Beachtung. 

Französische Mathematiker, Brianciion, Poncelet u. A., 
haben schon läncrst auf zahlreiche geometrische Constniktionen 
hingewiesen, welche bljs mitteist des Lineals ohne Hilfe des 
Zirkels ausgeliihrt werd« ?» kotjnon. Dir.et' lirie.ire ( onstruktion 
hat übrigens eine ziemlich beschrankte Anwendung, dt^rui es eig- 
nen sich für dieselbe nur die Figuren von ganz allgemeinem 
Charakter. Wenn eine Figur durch Gleichsetzung gewisser Eie* 
mente bereits eine gewisse Symmetrie oder Regelmässigkeit an 
sich trägt nnd dadurch eine besondere Art von einer allgemeinen 
Gattung vertritt, so ist sie nicht auf linearem Wege zu construi- 
ren* So kann man auf linearem Wege wohl vier harmonische Punkte 
oder einen harmonischen Vierstrahl coostruiren, nicht aber eine 
Strecke oder einen Winkel halbiren, verdoppeln und auch nicht 
swoi auf einander senkrechte oder zwei einander parallele Gerade 
sieben; auf linearem Wege kann man femer wohl eine Figur 
aeichnen, welche einer anderen gegebenen coHineir ist, aber nieht 
eine solche, welche ihr affin, ShnKch oder congruent wäre; auf 
linearem Wege kann man sodann wohl ein Vieleck von allgemei» 
ner Gestalt, aber nicht ein gieichschenkiigeä oder gleicliseitiges 
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Dreieck» ein Qaadi»ti Rhamlmi, Rechteck oed fiberkaiqit nickt 
^ ParaUelogramin seicfanen; aaf lineareni Wege kaeo man eiul> 
lieh wohl eine Carve aweiter Ordnung eonetraken, welche dareh 
fiBnf Elemente» aelen es Pankte oder Tangentenricbtangen, gege* 
hen t8t, aber nicht eine Parabel, welche durch vier Elemente Im- 
etiiumt ist, auch nicht eine irleicliseitiiie Hyperbel, noch einen 
Kreis, wenn diese n (Imcfj drei Elemente gegeben sind. 

Trotz dieser beschränkteren Anw emlutJg verdient die liD^ ^re Coo- 
struktion um so mehr Beachtung, als sie nur die einfachsten 
Elemente des Raumes zu ihrem Zwecke gebraucht und daher 
eine tiefe Einsicht in die Natur der Uaumgestalten voraussetzt 
und verlangt. 8ie hat daher auch bis in die neueste Zeit nicht 
anfgehDrt, dem Foraehungsgeiate der Geometer Nahrung zu geben. 

Zwischen den zwei Extremen der linearen und der cirkuläreo 
Constniktionsmethode hat Professor Steiner einen Mittelwee in 
einem l)esonderen Werkchen (iNoi) bekannt gemacht , eine beiiiniit- 
lineare Construktionsweise, welche sich znar auf den ausschUe:is- 
liclien Gebrauch des Lineals beschränkt, aber doch dabei voraus* 
setzt, dass in der Ebene des Zeichnungfeldes ein fester Kreis 
gegel>en oder zu ziehen erlaubt ist. Diese bedingt -lineare €on- 
etraktion ist nicht, wie die rein < lineare, blos auf eine kleinere Zahl 
▼on Figuren, sondern ganz allgemein auf alle Figuren, auch aof 
die symmetrischen und regelmfissigen, anwendbar, f&hrt aber nicht 
selten zu ziemlich grossen Verwickelungen. Wenn man gestattet» 
den Hilfskreis so zu ziehen, wie es für die jeweiligen Umstlnde 
am zweckmässigsten ist, so macht sich die Construktion oft ein- 
facher als man erwartete. Wird der Gebrauch des Zirkels noch 
etwas mehr frei gegeben und erlaul)t man, ztvei feste Kreise nach 
Wahl zu zielien, so gewinnt die Consd nktion hanfig eine über- 
raschend einfache (üestait, welche nichts /ii wünschen übrig lässt 
und vor jeder anderen den Vorzn^r verdient. Ich verweise in die- 
ser üinsicht auf die bedingt lineare Construktion der Kegelschnitte, 
welche ich im VI. Buch meiner Grundlinien der neueren Geometrie 
mitgetbeilt habe, sowie auf den letzten Abschnitt (D) dieser vor- 
liegenden Abhandlung« 

Wie es nun aber fiir die Methode des geometrischen Zeich- 
nens von grosser WicIitiL^keit uar, di«' Dienste kennen zu lernen, 
welche von den gebräuchlichsten Instrumenten zu erwarten sind, 
und die Vortbeile, welche mit dem Gebrauch des einen oder des 
anderen verbunden sind, so ist es nicht minder nothwendig, auch 
die Ebene, auf welcher die Construktion vollzogen werder 
einer Untersuchung zu unterwerfen. Dean mit dem, dass die f ig0f 
aus dem abstrakten Reich des Gedankens herans la die WlrkUeb* 
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Mi der W,elt bereiD treten und wirkllcb consMit werden eoU«, hat 
man aieb niebt nar ndlb den Instrumenten» welcbe biebel dieneft 
kSnnen, umzusehen, mindern man bat auch den Raum« hier die 
Ebene kennen an lernen, welche die Figur fassen soll; weil auch 
diese Ebene die Unvollkommenheiten der Realität an sieh tragen 
und der AnsfSbrung neue Schwieriglreiten in den Weg setsen kann» 
welche durch neue Hilfsmittel der Wissenschaft überwunden wer- 
den müssen. Solclie Schwierigkeiten werden sich in dem vorlie- 
genden Falle, theils aus der Begrenzung und der damit verbun- 
denen beschränkten Ausdehnung der Ebene erheben, welche zur 
Construktion dargehotea wird, theils a!>er auch aus den Uneben- 
heiten ihrer Oberfläche. Diese Schwierigkeiten sind nun zwar 
seither nicht übersehen , aber doch auch nicht in ihrem ganzen 
ürafane:e anfi^efasst worden , urifl desshalb konnten die Mittel ihrer 
Hebung in ihrer Allgenieii Iirlt auc Ii nicht namhaft gemacht wer- 
den. Beides liegt in dem i^Ian der Ibigenden Zeilen, nh'mlich eine 
umfassende Beleuchtung jener Schwierigkeiten und eine ebenso 
allgemeine Lösung derselben ; das erste wird zu einer Reibe meist 
neuer Aufgaben, das zweite su einigen allgemeinen Methoden ihrer 
Auflösungen fähren* 

A. Unzugängliche Figuren« 

In der Feldmesskunst helsst man einen Punkt unzugänglich, 
wenn er so gelegen ist, dass kein gangbarer Weg au demselben 
führt, während er übrigens von verschiedenen Punkten der Ebene, 
in der er liegt, gesehen werden kann. Diese Unzugänglichkeit 
ist keine absolute; sie macht es zwar unmöglich, die EnUernungen 
jenes l^unktes von den anderen Punkten der Ebene unmittelbar 
zu messen, aber sie gestattet doch, liichtungen zu ziehen , welche 
dur( h denselben irehen. lier l^iinkt i«t also für die in ihm con- 
v( rmrenden Richtungen zugänglich und diese Zugänglichkeit !>ie- 
tet sodann auch die nötliii^en Mittel, um die Entfernungen des 
Punktes von anderen gegebenen Punkten der Ebene zu berech- 
nen. In einer reineren Form treten die unzugänglichen Punkte 
beim geometrischen Zeichnen auf, wo von einer unendlichen Ebene 
nur ein kleines Stück im Rahmen der Zeichnung eingeschlossen 
gegeben Ist. Alle Punkte dieser Ebene, welche ausserhalb des 
Rahmens der Zeichnung liegen, sind absolut onzugSngiich ; es 
kann weder die Entfernung eines solchen Punktes von einem an* 
deren Punkte der Ebene unmittelbar gemessen, noch können auf 
unmittelbare Weise Richtungen gezogen werden, welche in dem* 
aelbea convergiren« Das erste dieser Merkmale, nSmlicb die un- 
mittelbare Maassnabme der Entfernung zweier Punkte, setzt aber 
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das zweite, nSmlich das Ziehen der in dem Punkte eonTergiren- 
den Richtangen voraus; da eine Strecke nrebt niessbar ist, wean 
sie nicht gezogen werden kann. Das Hauptmerkmal der Unzo- 
gänglicbkeit eines Punktes besteht also darin, dass Richtungen, 
welche durch denselben geben sollen, nicht un mittelbar gezogei 
werden kOnneo. ^ 

ff 

Ein Punkt heisst also unzugänglich, wenn es Hin- 
dernisse halber nicht gestattet ist, R ic h tuogen an* 
mittelbar durch denselben zu ziehen. 

Der Rahmen der Zeichnung ist nun aber Ton einer anendlicbn 
Ebene umgeben, deren Punkte sämmtlich unzugänglich sind uml 
welche sich nach Belieben zu unzugänglichen Figuren ^ruppiren lassen. 
Zwei, drei, vier oder mehrere unzugängliche Punkte bilden, weoa 
sie in einer Richtung liegen, eine zwei-, drei-, vier- oder 
vielpflnktige unzugängliche Reihe, und wenn von jenes 
Punkten nicht drei in einer Richtung Hegen, so bilden sie eine 
unzugängliche Strecke, ei.n unzugängliches Drei-, Vier- 
oder Vieleck. Wenn sich ein Punkt in der unzugänglicben 
Ebene bewegt, so beschreibt er eine unzugängliche Lioie. 
Eine Gerade oder eine Curve heisst daher unzugänglich, \feDi 
alle ihre Punkte unzugänglich sind. Es versteht sieb aber ?od 
selbst, dass solche Linien auch zum Theil zugänglich und zom 
Theil unzugänglich sein können. Wenn eine Linie ^anz zugäng- 
lich sein soll, so muss sie in sich selbst zurückkehren wie der 
Kreis, die Ellipse etc.; die Gerade kann nie ganz zugänglich, woU 
aber ganz unzugänglich sein. 

Trotz ihrer Unzugänglichkeit können solche Figuren vollkoD- 
men bestimmt sein. Durch zwei zugängliche Gerade, die aber 
nicht bis zu ihrem Durchschnitt verlängert werden können, wird 
ein unzugänglicher Punkt bestimmt; durch drei solche Gerade, 
welche nicht in einem Punkt convergiren, wird ein unzugänglicb» 
Dreieck; durch vier solcher Geraden, von wt^lchen nicht drei i« 
einem Punkte convergiren, werden sechs unzuijnnglicbe Punkte, 
welche vier dreipünktige Reihen und drei einfuche Vierecke bil- 
den, bestimmt; überhaupt werden durch n solcher Geradei 
fi ifi 1) 

— j-2 — unzugängliche Punkte bestimmt, welche n unzugänglicb* 

(n — VA 

(it^ l)pünktige Reihen und — ^ — unzugängliche einfache Vielecke 

xusammensetzen. Durch drei unzugängliche Punkte wird auch eti 
Kreis bestimmt, der wenigstens zum Theil unzugänglich ist, durcb 
vier solche Punkte wird eine unzugängliche Parabel, durch fönf 
eine wenigstens zum Theil unzugängliche C 
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ttd dnreli melir Ponlde eine zum Theil uiuogängliche Com hdlie* 
iw Ordoiiog bestimmt Das icieine Stficlc der £bene, weiches im 
fithroen der Zeiclinung eiiigesclilojisen und dem ungehinderten 
Mranche ttberiassen ist, reicht afso hin, um alle nur denkbare 
Figoren zu bestimmen, die ihrer Hauptausdehnung nach in dem 
unzugänglichen, unendlichen Theil deT Ebene liegen, weiche das 
Zeicboungsfeld umgiebt. 

Mit alien diesen unzugänglichen Gestaiten ist jedoch der in 
Rede stehende Gegenstand noch nicht erschöpft; denn es war 
bisher nur von der Unzugänglich (reit die Rede, welche in der be- 

scbränlcten Ausdehnung des Zeiciinungsfeldes ihren Crund hat. 
Ein anderer, eben so sehr zu beachtender Fall der Unzugänglich- 
keit entv\ickelt sich aus der Beschaffenheit der Oberfläche, auf 
der gezeichnet werden soll. Dieser Fall tritt ein, wenn man, wie 
«olt Ih?s beim Feldmessen geschieht, mit den ünebenheitt r» der 
Erdoberfläche zu kämpfen hat, die hier als Zeichnungsebene dient. 
Diese Unebenheiten und auch schon die grossen Ausdehnungen» 
die hier in Betracht Icommen, machen Veränderungen des Zeich- 
nens und Constrnirens nothwendig» die bis auf die Elemente des- 
selben sich erstrecken. Ein eigentliches Ziehen der Linien ist 
nicht mßglich; man betrachtet vielmehr eine Linie als gesogen» 
wenn dieselbe durch eine Reihe von lothrechten Stfthen, die in 
kleineren Abständen auf einander folgen und als Punkte figuriren» 
ibrem Verlauf nach bezeichnet ist. Sind swei solche Punkte ge- 
geben, zwischen welchen man ungehindert sehen kann, so kann 
auch eine Gerade unmittelbar durch dieselben gezogen und soweit 
verlängert werden, als das Auge sehen kann, d. h. man kann 
zwischen jenen gegehcnen Punkten und ausserhalb derselben auf 
der durch sie bestimmfon Geraden weitere lothrechte Plähle in 
iileineren Distanzen aulpflanzen. Wenn aber zxvischen den gege- 
benen Punkten ein undurchsichtiger, hoher Gegenstand sich vor- 
fndet, so dass von dem einen jener Punkte der andere nicht mehr 
gesehen wird» so kann die durch jene Punkte bestimmte Gerade 
aiebt mehr gezogen werden, obgleich die zwei gegebenen und fast 
alle Punkte der Geraden vollkommen zugänglich sein können. Hier . 
hat man den Fall einer nnzugSngllchen Richtung Inmitten lauter 
sngänglicber Punkte. 

Eine Richtung heisst also unzagSngllch» wenn es 
Hindernisse halber nicht gestattet Ist» Punkte aumit« 
teibar anf derselben zu bezeichnen. 

Die unzngSngliche Richtung flibrt selbst wieder zu nnzugXng- 
Uen Figuren. Zwei» drei» vier oder tiberbanpt it imzugSngliclie 
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Richtungen bilden, wenn sie in einem Punkte convergiren, einei 
anzu);äng!icben Zwei-, Drei-, Vier- oder 72Strahl, wem 
aber nicht drei derselben in einem Punkte convcrgireo, so bildei 
sie einen unzagängiicben Winkel, ein unzugängliches 
Drei-, Vier- oder ^Seit. Wenn sich eine unzugängliche Rieb* 
tung in einer Ebene bewegt, so hüllt sie eine nnzugängiicbe Cum 
ein. Cs können übrigens die Richtungen einer Figar auch ziii 
Theil zugänglich und zum Theil unzugänglich sein. 

Solche unzugäugliche Figuren können durch zugängliche Punkte 
▼ollkomroen bestimmt sein. Zwei zugängliche Punkte bestiromeB 
eine unzugängliche Richtung, auf welcher keine anderen Punkte 
unmittelbar bestimmt werden können; durch drei solcher Punkte, 
die nicht in einer Richtung liegen, wird ein unzugängliches Drei- 
seit, durch vier solcher Punkte, von welchen nicht drei in einer 
Richtung liegen, werden sechs unzugängliche Richtungen bestiront, 
die vier unzugängliche Dreistrahlen und drei unzugängliche ein- 
fache Vierseite bilden; durch n solcher Punkte, von welchen nidit 

drei in einer Richtung liegen, werden überhaupt 2 

gänglicbe Richtungen bestimmt, welche n unzugängliche (n— ])8trai)- 

llge Vielstrahlen und ^ einfache unzugängliche nSeite m- 

sammensetzen. Durch drei ^unzugängliche Richtungen wird aock 
ein Kreis bestimmt, dessen Tangentenrichtungen wenigstens zuo 
Theil unzugänglich sind. Aehnlich verhält es sich mit anderea 
Curven. 

Es giebt dem Vorausgehenden gemäss zwei Reihen unzugäng- 
licher Figuren, welche, wie man sehen wird, in dein Verhältoiss 
der Reciprocität zu einander stehen. So wird man also vom reio 
praktischen Standpunkte aus ganz zu denselben CnterscheiduDgef 
hingedrängt, welche schon längst von Seiten der Theorie au^g^ 
stellt wurden. Wie die Theorie Punktgebilde und Strahlenge* 
bilde unterscheidet, jenachdem die Figuren durch Punkte oder 
Richtungen bestimmt werden, so führte die praktische ßetracb- 
tungsweise im Vorausgehenden zu zwei Reihen unzugänglicbef 
Figuren, die unzugängliche Punktgebilde oder Strahlengebilde p- 
nannt werden müssen, je nachdem ihre Punkte oder Richtungen 
unzugänglich sind. Diese Unterscheidungen haben keine Scheie 
rigkeit, nur die Gerade selbst erfordert Aufmerksamkeit, indem 
eine unzugängliche Gerade nicht mit einer unzugänglichen Rieb* 
tung zu verwechseln ist. Eine Gerade heisst unzugänglich, tveno 
alle ihre Punkte es sind, wie dies bei einer Geraden der Fall ist, 
die Ausserhalb des Rahmens der Zeichnaogsebei 
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bdMt «ine Richtung unzugänglich, wenn das Mittel fehlt, um eof 
immittelbBre Weise die Punkte derselben zu bestimmen, während 

die Punkte selbst zugänglich sind , wie dies bei den Punkten einer 

Richtun&r der Fall ist, die nicht visirt werden kann. Diese Unter- 
Scheidung hinsichtlich der Geraden und der Richtung möchte auch 
vom theori tischen Standpunkte aus zu rechtfertigen sein , indem 
mit dem Begriff der Kichtunt? die Vorstellung des Einfachen und 
Cntheilbaren und mit dem Begriff der Geraden die Vorstellung dee 
Tbeilbaren und Zusammengesetzten verbunden ist. 

An den Begriff der onzugftngliehen Figuren echliesst sieb an- 
gleich eine unendliche Zahl ^on Aufgaben und Constmktlonen ai|. 
Weil nämlich solche Figuren nur in Hinsicht des einen Theils ihrer 
Elemente unzugänglich» hinsichtlich des anderen Theiles aber an* 
gänglich und Termuge dieser zugänglichen Elemente vollkommen 
bestimmt sind^ so können auch an den unzugänglichen Figuren 
dieselben €!onstruktionen vorgenommen werden, wie an den zu- 
gänglichen, und es wird also durch den Begriff der unzugängli- 
chen Figuren die Zahl der Construktion unmittelbar verviellältigt, 
u(id zwar geschieht diess um mehr, ab zwei Reihen unzugäng- 
licher Fi^juren vorhanden sind und eine und dieselbe Figur in allen 
oder auch nur in einigen Punkten oder Kichtungen unzugänglich 
sein kann; so fuhrt z. B. die Aufgabe: von einem gegebenen Punkte 
A aus auf eine getreiiuber^tehende Gerade b eine Senkrechte zu 
Tailen, zu sechs verschiedenen t0istruktionen, je nachdem das 
eine oder das andere der Bestimmuogtfstücke uozugängUcb ist; 
denn es kann gegeben sein 

1) ein unzugänglicher Punkt A und eine zugängliche Gerade 6; 

2) ein zugänglieber Punkt A und eine unzugängliche Gerade 6; 

3) ein unzugänglicher Punkt ^ und eine unzugängliche Gerade 6^ 

4) ein zugänglicher Puukt A und eine unzugängliche Kicbtang ö ; 

5) ein unzugänglicher (durch zwei unzugängliche Riehtungen 
gegebener) Punkt A und eine zugängliche Richtung b ; 

6) ein unzugänglicher Punkt A und eine linzugängÜche Kichtun^6. 

Wenn die Zahl der einer Construktion zu Grunde liegenden 

ßestinmiungsstücke grösser ist, so wird, durch die Einführung 
der unzugänglichen Elemente die Zahl der Construktiuneu lioch 
in ungleichem Verhältnisse vergriissert. Aber auch hiermit ist die 
Zahl dieser Construktionen noch nicht erschupft, denn es giebt 
noch eine Reihe von Constniktionen , welche ausschliesslich nur 
au den unzugänglichen Fiiiureii vorgenommen werden kdnnen und 
welche also den unzugänglichen Figuren eigenthümlich sind und 
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deasbalb eine tMondere Beachtung verdienen. In einer gam in* 
gänglichen Ebene schlieflet nfimlich jede Figur wohl auch zwqI> 
erlei Elemente, Punicte und Richtuogen ein, die von einander ab* 

bfin<>en, allein es hat keine Schwierigkeit, von den einen auf die 
anderen überzusehen, es kcimi tlie^ö viehutjhr auf unmittelbare 
Weise geschehen; hier aber in einer unzugänglichen Figur, wo 
nur ein Theit der Elemente zugünglich ist, niuss erst auf künst- 
lichem W( «40 die (lurcli die unzuffänirliehen Elemente imterbrocheoe 
Continuität der Figur wieder hergestellt und der Uebergaiit^ von 
den einen Elementen zu den anderen gefunden werden. Eii er- 
wächst also die Aufgabe, gerade Linien zu sieben» welche dureh 
swei imzugängiicbe Punkte bestimmt und gegeben sind, Pttokte 
au bezeichnen» welche durch zwei Unzugängliche Richtungen be- 
stimmt werden* Hierher geboren auch die bekannten Aufgabeo: 
durch den nnzugänglicben Convergenzpunkt zweier gegebenen Ge- 
raden noch andere Gerade zu ziehen uud Punkte zu bestimnieB, 
welche auf einer nicht visirbaren Richtung liegen. 

Wie mannigfaltig aber die Aufgaben an unzuganglicben Figu- 
ren auch sein mögen, so können doch alle nach einer allgemeinen 
Hethode aufgelodt werden, welche dem Wesentlichen nach darie 
besteht» dase man die Constmktion der unzngfinglichen Figur auf 
eine Constmktion an einer zugänglichen Figur reducirt. fiieizv 
bietet die perspektivische Collineatioii ein ausreichendes und sehr 
einfaches Mittel dar. Wie dMles Mittel zu gebrauchen und wie 
in besonderen Fällen, um gewisssen Rücksichten zu genügen, 
diese oder jene Form der Collinealiün vt*rtheilhaft gebraucht we^ 
den kann, das wird sich am Besten an bestimmten Figuren zei* 
gen lassen. 

# 

ß. Erste Methode der Cunstruktion unzugänglicher 

Figuren. 

Die perspektivische Collineation im engeren Sinne findet ihre 
Anwendung» wenn die Constmktion auf linearem Wege geschehen 
aoll» und kann sich also nur auf die Ffille erstrecken» welche sich 
fOx die lineare Construktlon eignen, also gerade- auf die FSUe, 
welche Im Voraasgehenden als die eigentbOmlichen Constmktienen 
unzugänglicher Figuren bezeichnet worden sind. 

L Es sollen die Diagonalen eines Vierseits abcd, 
dessen Ecken alle unzugänglich sind» gezeichnet werden. 

Erster Fall: Die vier gegebenen Richtungen a, b» Cy d 
haben eine solche Lage, dass man gerade Liuieu ziehcu kaoo, 
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dorcb welche jene Richtongen In vier zugänglichen Punkten ge- 
schnitten uerden. Es niuss zuerst ein Uilfsvier^eit gezeichnet 
werden, welches lauter zugängliche Ecken hat und dem gegehe- 
nen Vierseit abcd perspektivisch collincar ist, und hiebei ijst die 
Wahl des Centruni8, der Axe und eines Paares homologer Ele- 
mente der Willkuhr freigestellt Im vorliegenden Falle wird man 
die Axe 3ß (Taf. VII. Fig. 3.) so nehmen, dass .«^ie die gegebenen 
Richtungen a, b, c, d in zugänglichen Punkten Ü, (^,2) echoei* 
det; die homologen Richtungen m und m', welche mit der Axe 
in einem Punkte X convergireo» wird man ao ziehen« daaa we< 
nigatens eine deraelben, etwa tn, von den gegebenen Riehtungen 
a^' bf e, d ebenralla io zugSoglieben Punkten A, C, D ge- 
schnitten wird; endlich wird man noch das Ceutrum O so wäh- 
len, dasa die Collineationsatrahlen OA, OB, OC und OD von 
der Geraden m' in zugänglichen Punkten A'» B\ C, D' geschnil* 
ten werden. Zieht man nun 4^1', TSB*, HC, T^iy, so sind diess 
die Richtungen n', 6\ ü', d' ^ vi-elche den gegebenen Richtungen 
homolog sind und also das verlaugte perspektivisch collineare 
Vierseit bilden. Zeigt es sich nun, dass die sechs Ecken J7', ]S', 
R' y S' , V , W dieses Vierseit« n'h'c'd' alle zugänglich sind, 
so ist diess ein Zeichen, dass die W alil der Stücke O, .t, m und 
m' glücklich war; sollten aber vor» jenen seclis Ecken , eines oder 
mehrere nicht zugänglich sein, so nuiss man nenigsttns mit einem 
jener Stücke, am besten mit der Lage von w' eine Aenderung 
vornehmen. In der Regel wird man finden, dass es zweckniässig ist, 
der Richtung m' eine solche Lage zu geben , dass j^iÜXA' ^^iiXA, 
indem alsdann das Vierseit a'b'c'd* eine kleinere Ausdehnnn<^ er- 
langt; übrigens ist auch darauf zu sehen, dass dieses Vierseit 
nicht eine allzu kleine und gedruckte Gestalt annehme. Sind nqn 
die Ecken des Vierseits u!b*€?d' alle zugängUeh, so wird man auf 
unnütteibare Weise die Diagonalen M'N', B^Sf und V'W des« 
selben ziehen und hierauf die homologen Aequivalente derselben 
im System abed aufsuchen und damit die der Aufgabe genügenden 
Richtungen haben. Das Letztere geschieht einfach dadurA, dass 
man die Punkte 9 und P', in welchen die Axe x und die Gerade 
m' Ton einer Diagonale jlPiV geschnitten wird, bemerkt, den 
Collineatinnsstrahl OP' zieht und dessen Schnittpunkt P mit der 
Geraden m durch eine Gerade n)it dem l*ur)kte P verbindet. 
Die Richtung -PP ist nämlich, als Element des iSystenis abcd, der 
Richtung M'N' des Systems a'b'c'd' homolog, weil diese Rich- 
tungen durch die homologen Punkte P' und P der Systeme gehen 
und in einem Punkte P ihrer Axe convergiren. Well nun aber in 
collineSren Systemen homologe Riehtungen in homologen Punkten 
convergiren, so wird die Richtung sowohl mit a uod c in einem 
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mit M)<l«) 




^i«eri.<fef Fall: Die vier z^ir*^^^nen RichtuAiKittfli j^. i 

in vier znsfcr 




«lehenflfe» Ricfttaac c zwei miicie Pmkle G wmdi H oach ßeßc- 
l)*n an^l verhirnJet di4»se vier Punkte durch Gerade , die man nafl 
GntdünLeti mit den Bach:;tahen f, k bezeichnea kano, sO 

La^e ^"^«Ti^ iIms M limb eme an4cff« Sera die ■ 

mlff^ werdeB ksMu Man 



wdcbe «feil Elrfli€iitM • «mI « hiMBaloir sisj, «bib ittelbar liefem. 
nil«! trn f da.* 2lei*:he\ ert.ihren zur Bt-^tiramun^ der Diagaaalö 

lies Viertelt» a^<i wie im er^ien Fall zur Anwendimg bringen Imml 

IL solle« die DiAgoMlen eiaes Vierseite eM 
getelehnet frerdee, deesee Eekee alle Wm a«f da» 

JU der Seiten a ond b anzagänglich sind. 

in L gegebene aligemeine Meftbode kan Uer dabia db- 
geiodert «ad dadarcb veraiafiMbt wefdea, daaa maii daa Odfr 
acafioaeeeatmai O ui daa lagiagliche Eck Tert^ MwseiM 
fciedareb daa Vartiheil, daaa aar aoeb la dea iwei Seiten e 

d ihre eotlbieiren Aeqtnraleiite mfd if aufgesucht werden dür- 
fen, indem die Hichturigen a und ö beiden Svistemen gemeio^o 
aTi'„'ehören. Die Richtunsen, welche den Diagonaleo des Hiffs- 
vier.^eits afff^d' in dem System der gegebe&OO Hicbtiill|{^ boB^ 
log aiad, geaflgea der Aufgabe. 

HL Ea aollea die Diagoaalen eiaea Vierseits abd 

gezogeo werden, von welchem drei üiciil iu einer Rich- 
tung liegende Ecken F, If zivjänglicb, die dieifti* 
deren Ecken aber anzugängiicb öiod.) 



•) {a//)( C([) bedeutet itieRichtiine', welche den ConTer^enxpunlft (IfrRicb- 
laisgea u «ad e mii dem CoBtctg«iki\^ui^k\ 4%v mdiiuogea c imd^ YctÜiii^ 
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Man wird hier nicht nur ein zogfioglichesEck B (Taf. VII. Fig. 4.) 
wm Ceotruro O der Coiliiieatioo wühlen, sondern auch die Dia* 
gofiale FW der swel anderen snginglichen Ecken als die dem- 
Miben Syalem angeh5rige Hilfalinie m betrachten» so dam man 
rar noch die Axe und die Gerade m' ao au siehen bat, daae 
dfese drei Linien in einem Pankte X convergiren. Die in dem 
Centram O eonvergirenden Richtungen 6 nod e werden anf m' die 
Ponkte F' und W bezeichnen, welche den Punkten V und W 
homolog sind, während die zwei anderun Kichtuni^eii «und d auf 
der Axe x die Punkte V und W besCininien. Durch die8e Punkte 
werden sodann die lüclitungen IV W und VV oder c' und d' 
bestimmt , welche mit b und c das \ ierseit a'd'bc bilden, dessen 
Diagonalen iW'iV' und WS' gezogen werden können. Die Rich- 
tungen des Systems abcd, welche den Diagonalen M'N' und 
R'S' homolog sind, genügen der Aufgabe. Man wird die der 
Diagonale 31' IS' homologe Richtung wie in I. construiren» da* 
gegen ist RS' als CoHineationsstrahl beiden Systemen entsprechend 
genieinBcbaftiichy und ist daher unmittelbar auch die I)iagonale 
des g^ebenen Vierseits abed^ welche das Eck B mit dem Con- 
rergenzpnnkte ad verbindet. 

iV. Es soilen die Diagonalen eines Vierseits abed 
gezeichnet werden, dessen Ecken aiie bis auf eine» 
Dimiicb das Eck ad, aug&ngiicb sind. 

Die fünf zugänglichen Ecken bestimmen unmittelbar zwei Dia- 
gonalen lUN und VW (Tai. VII. Fig. 5 ), welche seihst wieder in 
einem zugänglichen Eck O converiiiren ki iuien. Ist diess Letztere 
der Fall, so kann man O als rollineationscentrum nehmen und 
den Qbrigen Stücken eine solche Bedeutung geben, dass dadurch 
nicht nur eine perspektivische, sondern sogar eine involutorische 
CoUineation begründet wird. Zu dem Ende wird man die Rich- 
Imigen MW und iVF einerseits, sowie auch die Richtungen MV 
und NW andererseits, als zwei Paare homologer Richtungen h^ 
tnchten, welche auf der Axe in zwei Punkten conmgiren. Der 
Convergenzpunkt B des letzten Paares ist unmittelbar gegeben, 
derjenige dea ersten Paares ist unzugänglich; dennoch Jcann die 
Richtung der Axe leicht gefunden werden, wenn man noch einen 
Collineationsfitrahl zieht, der die Richtungen MW und NV in den 
homologen Punkten P und P* schneidet und dadurch die weiteren 
homologen Richtungen MF' und iVP bestimmt, die In einem zwei- 
ten Punkte T der Axe convergiren. Die Gerade RT ist somit 
die Axe der involutorischen Systeme und convergirt also mit MW 
und NF oder mit a und d in einem unzugänglichen Punkte. 

V. Von einem angängiichen Punkt aus nach einem 
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anzagär.glicheD Punkte, der durch die RlehtuDgen « 
UDd b gegebeo ist» eine Gerade zu ziehen. 

Dieee allgemein bekannte praktiscbe Aufgabe wird tmnittel- 
bar durch Zurfickfäbrung auf IIL oder IV. aufgeUlat» Indem um 
durch den Punkt B zwei Richtungen zieht, welche die Riehfnih 
gen a und d In zw^ zugänglichen Punkten F und W (Taf.VU. 
Fig. 4.) schnmdet eder auch iadem man zwei solche RichtoDgen 
zieht, welche die Richtungen a und in vier zugängUcben Punk* 
ten M, F, IS, PF (Taf. Vil. Fig. 5.) eehneidet. 

VI. Es ist ein Viereck ABCD mit lauter unzugang* 
liehen Seitenrichtungen gegeben; man soll die Cod« 
Tergenzpuokte der drei Gegenseitenpaare coostruir«B. 

Es muss zu dem Vierecke ABCD (Taf. VIII. Fig. 6.), ohm 
▼on den Seltenrichtnngen desselben Gebrauch zu madien» «d 

coHineäres und perspektivisch liegendes Viereck construirt we^ 
den und dabei können das Centrum O, die Axe x und zwei ho- 
mologe Punkte JU und M' nach Beiieben gewählt werden. Zur 
Raiimersparniss ist es dienlich, die Punkte M und iW' mit dem 
Centrum O auf einer Seite Aer Axe .r, und zwar so zu nehrneo, 
dass M' zwischen jM und O zu liegen k»)Miin(, weil dann die 
Ecken des collineären Hilfsvierecks zwischen dem Centrum O uud 
den Ecken des 2:ei»e!»enen Vierecks ABCD, also jedenfalls m 
zugänglichen Theil der Zeichnungsebene liegen. Hat man die 
YfM der die CoUineation bestimmenden Stucke getroflfeii* so irird 
man das collineäre Uilfsviereck leicht zeichnen. Um z. B. deo 
homologen Punkt zu dem £ck A zu finden, wird man deo Punkt 
M$ in welchem die Axe x von der Richtung MA geschnitten wird, 
mit ilf' verbinden und den CoUioeationsstrabl OA ziehen ; die Ge* 
raden OA und Jilf' bestimmen den gesuchten Punkt A', Bit 
man auf diese Weise die Punkte Ä , B\ C und Üf bestiniut 
so kann ' man unmittelbar die ConTcrgenzpunkte E' ^ F* und G 
der Gegenselten des Vierecks A*B*C'iy linden» und sodann ia | 
System des gegebenen Vierecks ABCD die homologen Pnoirfs 
Et F vllid G aufsuchen. Durch drei Geraden kann ein jeder di» 
ser Punkte construirt werden; durch die Gerade tf^ z. B. be- 
stimmt man den Punkt auf der Axe x, und die zwei Geraden 
Jlf<E und OE' bestimmen den Punkt E, welcher dem Punkt ß 
homolog ist und so liegt, dnü» iu ihm die unzugaoglicbeti Ricli' | 
tungen AB und CD convergiren. 

VII. Es ist ein Viereck ABCD gegeben, dessen Sei* 
tenriehtungen alle bis auf AB nnzugftngllcii sind; man 
•oll die ConT^Tgensponkte der drei Gegen« ei ten paarn i 
cenglfviren. 
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Die io VI. aDgegebene allgemeiDe Methede gevHDnt in diteem 
besonderen Falle an Eiafinehbeit» wenn man die zugängliche Rkh- 
tang AB zur Gottincationeaze maebt» Im Uebrlgea jedoch anf 
gleiche Weine wie in VI« Terfilbrt. 

VUL Es ist ein Viereck ABCD gegeben, in weichem 
bloa die drei Seitenrichtongen 'Aß^ BC und AD an» 
gäugllch sind; man soll die Convergenzpunfcte der 
drei Gegenseitenpaare constrniren. 

Man wird AB zur Collineationsaxe wählen (Tat ViU. Fig. 7.), 
den Convergenzpunkt F der a^vei anderen zugänglichen Riebtun* 
gen BC und AD zeichnen, und bei der Wahl des Centrama O nnd 
eines Paares homologer Punt^te eben den Punkt P tu einem der 
letzteren nehmen. Hat man also die Punkte O und F* auf einer 
durch F liebenden Richtung bezeichnet« so darf man nur anf 
F'A und PB die Punkte C' und D' bemerken, in welchen Jene 
Richtungen Ton den Strahlen OC und OD geschnitten werdeUj 
um die Richtung CD^ zu haben , welche mit der unzugänglichen 
Richtung CD in einem und demselben Punkte der Axe AB con- 
vergirt. Auch den Convergenzpunkt G der zwei anderen unzu» 
gängliclieii Dichtungen AC und BD wird man mittelst des Con- 
vergenz|>unktes G' der Richtungen A'C und B' D' sogleich zu 
zeichnen wissen. 

IX. Es ist ein V iereck ABCD gegeben, in uelcheiu 
alle Seitenrichtungen bis auf die eine, CD^ zuj^anglich 
sind: man soll den Punkt finden, in welchem diese un- 
zugängliche Richtung mit ihrer Gegenseite AB cou- 
vergirt. 

Hier, wo fünf Richtungen zugänglich sind, kann man die in- 

volutori^che Involution in Anwendung bringen. Man wird die Dia* 

goiiale I G (Taf. VlII. Fig. 8.) als die Axe und die Richtungen AD 
und BC einerseits, AC und IJ 1) andererseits als Paare liomulo 
ger Richtunsen hetrachteii. Zieht man also von den lioniolocen 
Punkten A und B aus durch einen i)eliebigen l^unkt K der Axe 
F(ß ysvei weitere homologe Hichtungen. so werden aiich sie auf 
den homolog(in HichtuTi<?en BC und AD zwei hon»ologe Punkte 
It und M bestimmen. Die Kichtun2:eTi LM , AB und CD, deren 
jede zwei homologe Punkte verbindet, sind somit Colüneations- 
etrahlen der involutorischen Systeme und convergiren in einem 
und demselben Punkte E. Dieser Punkt, durch die zugänglichen 
Richtungen AB und LM bestimmt, genügt also der Aufgabe. 

X. Es sei durch zwei Punkte C und D eine 'unzu- 
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gängliche Richtung gegeben; man soll auf ders^lbei | 
denjenigen Punkt finden, in welchem sie von eiocrge 

gebeoen zugänglichen Richtung geschnitten wird. { 

Diese Aufgabe wird auf VIII. oder auf IX. zurfickgeffibrt, nenn 
man auf der zugfinglichen Richtung noch zwei andere Paukte A 
und ÜT nimmt« welche, * mit den Punkten C und D verbonden, 
weitere zugaogliche Richtungen liefern, von welchen man drei (VID.) 
oder fünf (IX.) gebrauchen kann. Es ist kaum nothig» au enrtt* 
nen, dass es lur die Construktion gleichgfiltig ist» ob die Rklh 
tu Dg AB zwischen C und D durchgeht oder die Rlchtoog CB 
erst in ihrer Verlängerung schneidet. 

Bemerkung. Es ergeben sich wobl noch manche besondere 
Fille, theils dadarch» dass eine andere, im Vorausgehenden nicht 
berücksichtigte Zahl der zugänglichen Elemente gegeben ist, theüi 
dadurch, dass die gegenseitige Lage derselben zu einander m 
schieden ist, theils endlich auch dadurch, dass in einer Fignr » 
zugängliche Punkte und unzugängliche Richtungen gemischt vt 
kommen, allein die zehn angeführten Fälle werden genügen, on 
an zeigen., welche Abänderungen in der allgemeinen Metbode 
(I. und VI.) vorzunehmen sind, um auf die einfachste Art loi 
erwünschten Ziele zu gelangen. Auch ist absichtlich die Co»« 
struktion unzugänglicher Curven zweiter Ordnung ült( njangen wor« 
den, vreil nichts Eigenthiimliches darbietet, sdridern auf die 
Construktion unzugänglicher Füniecke und Ffintst ite zuruckuefubrt 
werden niuss. Sollte z. B. eine Curve zweiter Ordnung gezeich* 
net werden, welche durch lünf ynzugäni^ücht« i'iinkte gebt, so 
müsste zunächst ein colli nen res zugängliches Fünfeck j;ezeichnet. 
eine Curve . zweiter Ordnung um dasselbe beschrieben und die 
aequtTalenten Elemente derselben in dem Systeme der gegebcoM 
fünf Punkte wieder aufgesucht werden. 



C. Zweite Metbode der Construktion unzugänglicher 

Figuren. 

Eine zweite, nicht nur för die im Toransgehenden AbsebÜt 
behandelten Aufgaben, sondern hei der Construktion nnzagiif' 
lieber Figuren ganz allgemein anwendbare Methode liefert ^ 
Aehnlichkeit perspektivisch liegender Figuren. Wie nun aber ^ 
erste Metbode unvermeidlich ist, wenn ilie Construktion auf llaii' 
rem Wege geschehen soll, so ist auch dit se zweite Metliude 
entbehrlich , w eua die zu zeichnende Figur sich nicht lur dielineärt 
Cottstruktioo eignet, also irgeod weiche Bestimmungen der »>yB^ 
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metri» oder RegelmllBsigMt an «ich trägt. Obgleich nnn die 
Aehnlich1(frit nur ein besonderer Fall der CoUintiatioD ist, der 
darin seine Eigenthfimlichrkeit hat, dass die rollineationsaxe im 
anendlichen Räume liet^t, und obaleich also auch hier nach den 
Regeln dos voranssi-eh enden Abschnitts gezeichnet werden kann, 
so hat dieser l*esoiidere Fall doch auch vA iedcT soine besondern 
Vortlioile und Zeicbnungsregeio, welche an lolgeudeo Beispieleo 
zu ersehen sind. 

XI. Es soll die Aufgabe I. durch die Aehnlichkeit 
perspektivisch liegender Vielecke aufgelöst werden* 

Wenn die gegebenen Richtungen eine solche liage haben, 
dass sie durch eine Gerade in vier zugänglichen Punkten s^eschnit- 
ten werden können, so kann die hei I. gegebene Construktion mit 
de» für den besonderen Fall der Aehnlichkeit nöthigen Abände- 
rungen in An wen dun«; gebracht werden. Weil die Axe x im 
unendlichen Raniii liegt, so müssen die Hülfslinien m und m' ein- 
ander parallel sein, wie überhaupt alle homologen Linien einan- 
der parallel sind ; im Uebrigen kann man ganz das bei 1. angege- 
bene Verfahren wiederholen. 

Wenn aber die gegebenen Richtungen nicht gestatten, durch 
eine Gerade in vier zugänglichen Pujikten geschnitten zu werden, 
so gewährt das Mittel der perspektivischen Aehidichkeit ein ein- 
facheres Verfahren, als die Collineation im engeren 8ifHie, ein 
Verfahren, das auch sonst in ähnlichen Ffillen anwendbir ist. 
Dieses Verfahren besteht darin, dass man dem Vierseit abcd ein 
anderes Vierseit einbeschreibt, dessen zugängliche Ecken A, 
C, D beziehlich auf den Seiten a, ö, c, d des gegebenen Vier- 
seits liegen, und nun mittelst eines im zugänglichen Raum belie- 
big gewählten Centrums O und seiner Strahlen OA, OB, OC 
und OD ein ähnliches Vierseit A'B'C'D' dadurch zeichnet, dass 
man zwischen den Cdllineafionsstrahlen A'B* \\ AB» VD' || C/>, 
A'V II AC, B'D^ II BD zieht Diese zwei homologen Viertelte 
ABCD und A'B'C'D^ vermitteln die zwei Systeme und haben 
dieselbe Bedeutung wie frfiher die Riehtungen m und Zieht 
man nämlich jetzt durch den Punkt A' die Richtung a' || a» und 
ebenso durch die Punkte B' , C , D' die Richtungen b' || b, c' || c, 
il' \\d, 80 ist das Vierseit a'b'c'd' dem gegebenen Vierseit homo- 
log, und wird, wenn die Lage von A' zwischen O und A dem 
Zweck entsprechend gewählt wurde, lauter zugängliche Ecken 
zeigen, so dass die Diagonalen M'N', R'S', VW gezeichnet 
werden können. Die Richtung! n liS, VW, welche diesen 

Diagonalen im System des gegebenen Vierseits homolog sind» ent- 

S6* 



Digitized by Google 



380 Cht* Füviut: Bin ßtHrag %tm gemneitifchm Zeichnm, 

spreohen der Aurgabe. Um aber die Ictstereo, etwa JfiV» so fio- 
den» wird man nur die Punkte V(t* und W bemerken, in wclcbea 
der Umfang A'B'Oiy Ton M'N^ geschritten wird, dureh die 

Punkte m' und W die Collineationsstrahlen Om' und OW sieben 

und Schnittpunkte Iii iiuii U tlieser Stralilüu mit dem Umfang 
AUCl) (iui ch eine Geiatle verbinden ; dieselbe wird durch die «n- 
xug&ogiicben £cken M uud N des gegeheoen VierseiU abcd geben. 

Wenn bei der vorausgebenden Aufgabe einige Ecken Kuging*. 
lieh sind, so lassen sieb Sbnliche Vereinfacbangen der Constmk- 

tion anbringen, wie sofche im ▼orausgehenden Abschnitt för d€0 

Fall der CoHineation angeführt wurden. Es wird genügen, hier 
statt der vielen Fälle nur den folgenden au^fübrlicher zu behandeln. 

XII. Von dem zugänglich en Puii k R aus nach dem 
unzugänglichen Conver a e nz p unkte der Richtungen a 
und d eine Gerade zu ziehen. 

Nimmt man R (Taf. VIII. Fig. 9.) als CollineationsceBtram und 

eielit die homologen Parallelen m und m'» von welchen die letz- 
tere zwischen U und w , die Richtung 7/1 aber so liegt, dass sie 
von den sjeijobenen Ricbdiiigen a und d in den Punkten A und 
D geschnitten wird, so werden die ( Ollin« atioiis.i.tr.ihlen RA und 
RD auf m' die Punkte A' und D' bezeiciiiien , welche mit A und 
D homolog sind. Zieht n\mi also noch A'S'\\a, D'S'\\d, und 
verbindet den Convergcnzpunkt dieser (Dichtungen mit dem 
Centrum R durch eine Gerade, so ist dieselbe ebenfalls ein €ol* 
lineationsstrabl, welcher durch den unzugänglichen Conveigent^ 
punkl iS der gegebenen Geraden a und d geben wird. 

Zu einer anderen oben so einfachen AullMsnng gelangt man, 
wenn niaii den unzuuaimUrlu n ( Onvorueuzpunkt der Geraden a 
und d als CoUineationscenimni betrachtet , wie vorher das Drei' 
eck RAD (Taf. \ III. Fiir. 10.) und sodann noch ein sweites per- 
spektiviscb ähnliches dadurch zeichnet, dass man A*£y || AD, 
A*te II AR, &R' II DR zieht und dadurch den Punkt R' bestimm^ 
welcher dem Punkte R homolog ist, und also se liegt » dass die 
Richtimg RRf durch das Centrum, d. h. durch den Convergeas* 
punkt der gegebenen Richtongen o und d gebt 

Xili. Die Aufgabe VI. ii ird, wenn sie durch das Mittel der 
Aeholichkeit aufgelöst werden sali , so wenig verändert» dass es 
nicht nütbit: scheint, weiter darauf «insiigeheo. Die Punkte O« 
M*, M in einer iieiiebigen Richtung bleiben der Wahl tterlasven, 
die Axe jr liegt im uneaditchen Rama» alle he m e loga i Riehtnn- 
gen md einander parallel. £s wird daher genj^gcn, emsB he* 
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sonderen Fali anzufü'hreD, um die Vereinfachung zu sehen, welclie 
die allgemeiDe Methode in einzelnen Fällen efleiden kann. 

XIV. Auf einer zui?än<^lichen Uichfunc:r den Punkt 
zu finden, in welchem sie von einer unzu^ärigiichcQ 
iiichtung geschnitten wird, die durch 2W,ei zugäng« 
liehe Punkte A und B gegeben Ist. 

Man neliiiieaut' der Richtung r dcfi Tunkt R (Taf.VIlI.Fig.il.) 
beliebig und betrachte ihn als das Centruni der ähnlichen Sy- 
steme; auf einer anderen beliebigen^ durch R gehendci» l^ichtung 
nehme man die homoloi;<'n Punkte iii' und iV jener »Systenie, so 
öind hierdurch die Systeme bestimmt. Nun ziehe man MAt MB 
und hierauf M'A'\\MAy M'B'\\MB, bemerke die JSehnittpunkte 
A' und B' , welche diese Richtungen mit den Strahlen RA und 
RB hervorbringen, und ziehe die Richtung A'M'» welche mit r in 
einem Punkte S' convergiren wird. Zieht man nun M'S' und 
durch den Punkt M die Richtung MS[\M'S', 80 wird dieselbe 
auf r den gesuchten Punkt j$ bestimmen. 

Man kann auch den ffesucliten Convergenzpunkt hier mit Vor- 
theil zum Centrum nehmeii, die Punkte R und R' (Taf. VIIT. Fig. 12,) 
beliebi:? ;iul r anmerken, diese Punkte entsprechend mit A und B 
verbinden, sodann nach Belieben die Richtungen RM und AM 
und endlich noch R'M'\\RM, BM'\\AM ziehen, so wird die 
Richtung MM' mit r und AB in einem Punkte S convergiren und 
also den gesuchten Punkt auf r bestimmen. 

XV, Es ist durch (irei Richtungen a, h, c ein unzu- 
^ani^riicbes Dreieck gegeben; man soll die Höhen des- 
iielben construiren. 

Nachdem das Centruni O i'ewahll, das dem gegebeneu J)rei- 
«*eit «/yc inbeschriebenc Dreieck ABC (Taf. VIII. Fig. 13.) und sein 
boinologes Aequivalefit durch l^arallelen zwischen den Col- 

lineationsstrahlen OA, OB, ()(' gezeichnet ist, werden durch 
die Punkte A , />', V mit den gegebenen Richtuniren a, h, c 
Parallelen gezogen, welciic das Dreieck bestimmen, das 

den» gegebenen perspektivisch ahrdich ist und zugängliche Ecken 
zeigt. Construirt man nun die Höhen des Dreiecks A'W^' und 
sucht ihre homologen Aequivalente im System der gegebenen Ricb- 
tnogen a, 6, c auf, so entsprechen sie der Aufgabe. Das Letztere 
geschieht einfach dadurch, dass man durch die Schnittpunkte m' 
and n'. In weichen der Umfang des Dreiecks A'B'C von der 
Höhe t'W des Dreiecke OfW^* geschnitten wird, die Collinea- 
•üoiiistrahleii Oaf and On' sieht und die Punkte m and n, welclie 
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durch dieselben aaf Hem Umfang des Dreiecks ABC bezeicbnet 
werden, durch eine Geraile (£D verbindet Diese Gerade wird 
Dämlich die durch das Eck ab geheade Hübe des gegebenen Drei- 
ecks sein. Wenn es sich blos daram gehandelt bStte» den Fuss* 
pnnkt dieser Hube so finden» so w&re derselbe unmittelbar 
durch den Collfaieationsstrabl OW zn bestimmen gewesen. 

XVI. Es ist durch die Punkte A, B, C ein udiq- 
g&ngllches Dreiseit gegeben; man soll seine Uobe cod> 
strulren. 

Man wählt das Centrum O und die homologen Punkte M und 
und M' der äbniicben Systeme nach Belieben« construirt dann 
wie in XIH. ein Dreieck A'B'C, welches dem gegebenen ähulich 
Ist« construirt die UOben des letzteren und sucht ihre bomdsgeo 
Aequivalente in dem Systeme des gegebenen Dreiseits wieder aa( 
so genügen sie der Aufgabe. 



D. Dritte Metbode der (Konstruktion unzugängliclier 

Figuren. 

Zwei concentrische Kreise sind filr ihren gemeinscbafdichen 
M)ttelf)unkt als Centrum perspektivisch ähnlich. Zwei solche 
Kreiste bestimmen daher zwei perspektivisch ähnliche Systeme 
und gewähren znulrlch einer) sehr leichten Uebcrijans; von drn 
Richtungen des einen Systems zu den homologen liiichtungen des 
andern iSystenis, wenigstens in allen denjenigen Fällen, wo die 
Kreislinien von den Hiebtungen ihrer iSystenie geschnitten we^ 
den. Denn wenn man an die zwei Schnittpunkte, in welchen 
eine Richtung und die Kreislinie eines Systems sich schneiden, 
Bwei Halbmesser zieht, so bezeichnen die Richtungen dieser Halb* 
messer, weil sie zugleich Cotlioeationsstrahien sind« auf der Kreit* 
llnie des zweiten Systems diejenigen Punkte« welche jenen Schnitt- 
punkten des ersten Systems homolog sind; die Richtung« weldie 
durch diese zwei Punkte des zweiten Systems gebt, ist also d« 
gegebenen Richtung des ersten Systems homolog. Man sieht 
hieraus, dass, wenn eine Richtung des ersten Systems gegebeo 
ist, welche den zugehörigen kreis in zwei Funkten schneidet, die 
homologe Richtung des zweiten Systems vermittelst dreier gera- 
der Linien ohne Hilfe des Lineals gefunden werden kann. Sobald 
also die zwei conccntrischen Kreise gezogen sind, so ist <ier 
Uebergang von den Elementen des einen Systems zu den bonio- 
legen Elementen des anderen Systems auf re» lineami Wege m 

j 
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bewerkstelligen« Es ist also slnleuclitend, wie doreh die Constrok- 
fioB TOfl swei eoneentrisdien Kreisen die im voraosgehenden Ab* 
schnitt bebandelte Methode der übnlichen nnd perspelctiviseb lie- 
genden Kreise nambaft ▼ereinfacbt wird. Ich glaube keek sagen 
za dOrfen, dass diese Metliode der concentrischen Kreise fiir die 
▼orli^ende Construktion alle Vorzuge in sich vereinij^t, um sie 
für den praktischen Gebrauch als die beste empfehlen zu können. 
]Nur in den Fällen, wo überhaupt die ähnlichen Systeme weniger 
Genauigkeit darbieten, wird der Praktiker ihr die erste rein lineare 
Methode vorziehen, was namentlich in einem Falle, wie der in 
Taf. Vll. Fig. 3. dargebotene, wo die gegebenen Richtungen sich 
unter sehr kleinen Winkeln schneiden, geschehen niOchte. Ein 
Blick auf Tai. V II. Fig. 3. zeigt* dass die Seiten des HilfsWerseits 
ü'b'c'd* sich unter viel grösseren Winkeln schneiden, als die ho- 
mologen Seiten des gegebenen Vierseits abcd, und diese Gestalts* 
Verhältnisse sind bei dem kleinen Raum der Hiffsgestalt a'b'c'd' 
offenbar für die Genauigkeit des Resultats sehr günstig. Nieht 
anwendbar ist die Methode der concentrischen Kreise » wenn über* 
haupt die Umstände das Ziehen von Kreisen unmöglich machen 
oder erschweren« alsos. B. bei Constraktionen auf dem freien Felde. 
Will man nun aber die Methode der concentrischen Krdse an- 
wenden« so ist im Allgeme|^o nur noch darauf aufmerksam an 
machen, dass der grossere Kreis, welcher dem System der gege- 
benen Elemente angehört, so gezogen werden muss, dass er wo 
• möglich alle gegebenen Richtungen schneidet. Wenn untei den 
gegebenen Elementen Punkte sind, 8o wird man immer zwei der- 
selben so Ijenntzen, dass einer derselben in das Centrum der 
coijceiitrischeii Kreise und der andere aut die Peripherie, oder 
auch lieuie PunWe auf die Peripherie des Kreises, der ihrem 
Systeme zugehört, zu liefen kommen. Sollten aber mehr Punkte 
gegeben sein oder die gegebenen Punkte eine solche Lage haben, 
dass die eben ausgesprochene Regel nicht ausfuhrbar ist, so bleibt 
nichts anderes übrig, als durch einen solchen Punkt zwei Sekan- 
ten des Kreises zu ziehen*), um denselben durch Richtungen zu 
bestimmen, deren Aufsuchung im homologen System keine Schwie* 
rigi^eit macht. Es wird hinreichen, zur detailiirten Anschauui^ 
dieaer Methode ein Paar Construktionen im Einzelnen ansugeben. 

XVII. Es sind drei Ivichtungen fi, ä und c gegeben, 
die in lauter unzugänglichen Punkten convergiren; 
man soll eine vierte Richtung zeichnen, welche mit e 
parallel sei und in einem Punkt mit annd6 convergire* 

*) Ein anderes MitUl , wekln s (fiirtli dit« in iltin gugeboaGB Faallt 
cottTergircndeo Xaiig«olfsn dargebolen wird, i«t unpraktisch. 
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Man ziehe ans dem Punkte O der Richtung a (TaUCL Fig. 14.1 
rwei eoocentrische Kreise, von welchen der äussere die Iiichtnog 
b ID den Pankten D und £ schneide; siehe sodaon durcli die 
Punkte und in welchen der innere Kreis voo den Halb- 
messern 0Z> und 0£ geschnitten «ird, die Richtung D^E\ welche 
die gegebene Richtuni; a in einem Punkte F scheideo wird; nebe 
hierauf durch diesen Punkt F eine Parallele mit c, welche dn 
inneren Kreise in den Punkten C und G' begegnet, und rer- 
hinde endlich auc!) die Punkte C und G, in «reichen der Süssere 
Kreis von den Halbraesseni OC und OG' geschnitten wird, dord 
eine Gerade CG, so wird CG der Aufgabe genügen. Denn, wie die 
Richtungen CG' und ly E' in einem Punkte Fder Richtung a coo- 
vergiren, so müssen auch die homologen Richtungen CG und /)£ 
in einem Punkte des CoHineationsstrahles a convergiren, und zu- 
gleich ist die Richtung CGy weil sie mit der Richtung CG' pa 
rallel ist, wie diese auch mit a parallel. 

XVIII. Die Verbindungslinie zweier un zagängÜchei 
Punkte zu ziehen, welche durch vier Richtungen a,i. 
c, d gegeben sind, von denen zwei andere gegenüber- 
steheude Co n v er genz punkte R und jS zugänglich sioi]. 

Nachdem die zwei concentrischen ^Ifskreise (Taf. DL Fig. 15.) 
gezeichnet sind, dass der gemeinschatlliche Mittelpunkt in i^zu liegen 
kommt, die Peripherie des äusseren Kreises durch S geht und die Ricb- 
tungen a und b in den Punkten A, B zum zweiten Mal schnei- 
det, so wird man vermittelst der Halbmesser RA, RS and RB 
die Sekanten A' S' und S' B' des kleineren Kreises bestimineo, 
welche auf c und d die Punkte C und bezeichnen, die, wen 
der innere Kreis klein gefiug war, zugänglich sind und durch eine 
Gerade CLy verbunden werden können. Diese Gerade CD 
bestimmt auf der Peripherie des kleineren Kreises die Punkte E 
und F', und die Richtungen der nach diesen Punkten gezogenes 
Halbmesser bestimmen auf dem grosseren Kreise die Punkte l 
und F. Die Gerade EF genügt der Aufgabe; denn sie ist indei 
Systeme der gegebenen Richtungen der Richtung £'jF^ im Systeraf 
des inneren Kreises homolog, und wie in diesem Systeme die 
Richtungen S' A' und S' B' , d und c in den zwei Punkten D' 
C mit E'P convergiren, so müssen auch in dem System def 
äusseren Kreises die Richtungen a und dy b und c mit £f n 
den zwei Punkten convergiren, die hier unzugänglich sind. 
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XXI. 

Zwei sehr merkwürdige Sätze von der Ellipse und von 

der Hyperbel. 

\ on 

dem Herausgeber« 



- .! . £ i a i e i t a Q g. ■ ■ « , 

Ai ninem Briefe von LelbDis an Hiiygeiis» der ohne Jah« 
NBsabl und Dtttum d%edniekt ist in : 

Leibnizens gesammelteri Werken, aus den Hand* 
«ebrtften der Königlichen Bibliothek zu Hannover, her- 
ausgegeben von Georg Heinrteb Pertz. Dritte Folge. 
Blathematik. Zweiter Band. Berlin I8S0. S.$3. Nr.XVlL 

anch unter dem Titel: 

Leibnizens matberoatisebe Sebriften, beransgege- 
ben von C. J. Gerhardt. Erste Abtheilung. Band II. 
Berlin 1850. 

findet sieb getgeo das Ende folgende, »it dem Qbrigen Inbalte de« 
Briefes in gar keiner Verbindung stehende Bemerkung: 

„Dans Fouvrage que j'avois composö autrefois sur la quadra* 
tare Aritbmeti^ue, je trouve cette proposition generale: Sector 
comprehensus arca sectionis eonicae a vertiee incl- 
piente et rectis ex centro ad ejus extrema duetis, aequa- 
tiiT rectangulo sub semilatere transverso et recta 

ele. posito t eese portienem taugeatU 
in Tertiees inter Terticem et taagentem *) alieriaa ex* 
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trenii interceptam, et rectangolom scb dioiidiis Ute 
ribas recto et transyerso (id est quadratum m semiaxe 
transverso) esse nnitatem. Est aotem 4: in hyperboU 
-f- ia ellipse vel circalo.*' — 

Man moss gestehen, dass io dieser Stelle eine ziemlicbe Don- 
kelheit herrscht, and der Heraasgeber, Herr Gerhardt, bat uim 
Ober dereu Sinn darch keine Erlauterang aufgeklärt , sondem er- 
wähnt bei dem mit einem bezeichneten Worte nur ganz km: 

MHugeos hat bemerkt: Secantem. " 

Da mich die obige Bemerkung Lelbnizeos sehr interes- 
sirte, so habe Ich dieselbe einer sorgfaltigen Untersochong oDter- 
werfen, welche mich zu zwei Sätzen von der Ellipse ond Hyper- 
bel geführt bat, die ich aus verschiedenen Gründen fflr sehr merk- 
wGrdig und fiir den wahren und eigentlichen Ausdruck der io der 
obigen Bemerkung Leibnizens angedeuteten Sätze halte; zugleich 
wird sich aus dieser Untersuchung ergehen, dass die obige Stelle, 
wie sie wenigstens in der von Herrn Gerhardt veranstalteteo 
Sammlung der Briefe Leibnizens abgedruckt ist« notbwendig 
manches Falsche enthalten mnss, so wie auch, dass die ?oo 
Huygens, oder, wie Herr Gerhardt schreibt, Hugens *), bei- 
gefögte Bemerkung „Secantem" wohl gar keinen Sinn hat 

Ich hoffe, dass man die Sätze, die ich, veranlasst durch die 
obige, freilich in mehreren Beziehungen dankle und wohl aack 
manches Falsche enthaltende Bemerkung Leibnizens, im Fol- 

*) Herr Gerhardt «agt S. 3 : „Diese Schreibart de« Nameni i»t 
deshalb gewählt worden, weil alle an Leibnix gerichteten Briefe öbe^ 
einstimmend unterzeichnet sind mit: Hugens de Z ii I i ch em. " Die 
Schreibart des Namens dieses hochberühmten Mathematiker« ist alier 
dings zweifelhaft. Jacob Bernoolli (Opera. T. I. p. 195.) schreibt 
Hägens, dagegen an anderen Stellen (s. B. T. I. p. 458. T. II. p. M7.) 
«ehr haollg Hungens. Johann Bernoalli (s. B. Operii. T.II. p. 129.) 
schreibt meistens Hnguens, wenigstens in französisch verfassten Alf- 
Sätzen. Renaa in allen seinen in Johann Bernoulli's Werken mitge- 
tlieilten Abhandlungen schreibt durchgängig Hughens. Rens« ii 
•einem Repertorium commentation um a «ocietatibus litte- 
rarii« editarum Tom. VII. sehreibt bei den Titeln aller Abhundlui* 
gen des grossen holländischen Mathematiker« Hujghens. Da alle mir 
bekannten Schriften Ton Huygens oder Hoyghens lateinisch verfallt 
sind, so können diese nicht maassgebend sein, weil auf ihren Titeln der 
Käme durchgängig Hugenius lautet. Was mag ntin wohl bei der «irii 
flndenden so grosses Verschiedenheft eigentlich das Richtige sein? Bei 1 
eiaem «o bedeaCendea Mathematiker wäre eine sic*~~~~ * " *" ^~ 
wdaecheofwertk , die ifb gern in dt« Archiv aufoc 
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fmden entwickeln werde, für einen bemerkenswertbea Beitrag 

zur Theorie der Ellipse und Hyperbel, uiid zugleich för eine dan- 
kenswerthe Erläuterung einer jedenfalls sehr merkwürdigen Stelle 
io einem ßriefe des «rossen Mannes halten werde. Vielleicht 
werdpn mir Le!l)nizens Briefe späterhin noch zu anderen ahn- 
lichen Krläiiterun^en , deren diesielhen in der That an vielen Stel- 
len sehr bedürftig sind, Gelegenheit geben, wobei ich immer auf 
die von Herrn Gerhardt In Verein mit Herrn Perti Teronatal- 
tete SammloDg besonderen Bezug nehmen werde. 



1. 

^^ ir wollen uns in Tai. iX. Fig. l. eine aus dem Mittelpunkte 
C beschriebene Ellipse denicen ; zwei beliebige conjagirte Uurcb- 
messer dieser Ellipse seien AA' und JSB* , deren Hälften wir 
durch o und 6 bezeichnen wollen; die jiositiven Theile dieser bei" 
den.eonjttgirten Dnrchmesser seien CA und CB» und a sei dst 
ron denselben eingeschlossene Winkel A'CB, Legt man nun die 
beiden in Rede stehenden conjugirten Durchmesser als Coordina* 
tenazen xu Grunde und bezeichnet die ▼erUnderiicfaen oder laufen- 
den Coerdlnatea in diesem Systeme durch ii, v; so Ist bekanntlich 




die Gleichung der Ellipse. Wenn nun ferner CAi ein beliebiger, 
auf der positiven Seite des Durchmessers ÄA' liegender Halb- 
messer der Ellipse ist, den wir durch r, den Winkel ACAy durch 
9 beseicbnen wollen, ^o wird von CA^ CA^ und dem, dem Win> 
kel uß entsprechenden elliptischen Bogen AAi ein elliptischer Sec- 
tor begrinzty dessen Flllehenraum in der Kfirze durch Sect^ be- 
seichnet werden mag, wo dann nach einer allgemein bekannten 
Formel der Integralrechnung 

ist Die weitere Entwirkehing des Flächeninhalts dieses Sectors 
soll uns nun im Folgenden beschäftigen. 

Zu dem Ende wollen wit die Coerdbaten des Punktes A in 
dem angenommenen Systeme durch x, y bezeichnen; dann bat . 
man offenbar die beiden folgenden allgemein gültigen Proportionen : 

sin a : sin (a 4- 9) = r : X , 

6iua:äiu^ =1*:^; 
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woraus sich 

s\T\{a-\-(p) sing) ^ 

; r, V — „. Tf 



sma sin« 



folglich, weil nach dem Obigen, da der Punkt oder (xfi io 
der Ellipse liegt, 

(?)■ +(!)•=' 



ist: 



| 8in(« + y) | ' I siny | 1 



also 



1 



sin(c4-y) | * | siny | * ' 
asina ' /6sina' 

folglich nach dem Obigen : 

öectqp-, f . [sinyJ 

^„ ( asina ( (6sinai 
oder, wie man hieraus leicht findet: yit'^ 

ergiebt inaj4«9n)ii'>iuiJ H*>b «IkjiT« novsji#»«4y -fisjii 

Wir wollen uns nun durch die Punkte A und A^^ Berührende 
an die Ellipse gezogen denken und deren Durchschnittspunkt mit 
T bezeichnen. Die Gleichung der Berührenden im Punkte 4. 
dessen Coordinaten x, y sind, ist bekanntlich 



wo der Differentialquotient aus der Gleichung 

vi* 

entwickelt werden muss; dadurch erhält man: . .. 

. 'Mi« 



*) Dass diese Gleichung auch für schiefwinklige Coordinaten gilt? 
weiBB Jeder. . si, > v^<U'i:"r. 



Googl 



von äer EUipse und von der Hyperbel. 393 
Ueber 9=;c hinaus darf man die Formel 

Sect ^^ab sio u Arctaog j 

nicht ausdehnen, wie aus der ganzen Torbergehenden ßetraehfnng 
sich von selbst ergiebt, und auch schon deshalb» weil fttr ^ssae 
^ Grosse 



t) 4 r a — X 



nendlleh wird. Man kann sich aber auf folgende Art Terhalten. 
Es erhellet nfinilich aus dem Vorhergehenden und ans Taf« X» 
Fig. 2., ivenn wir die in dieser Figur durch A'T* beaelchnete Unle 

^nennen, dass in dem Falle, ueon fp^n ist, 



v 



Sect 9 s ia^ff sin a-\-aö sin o Arctang » 
alae 



V 



Sect q> =^ ab sin a (^n i- Arctang ^) 

ist Nun aber überzeugt mau sich mittelst einer einfachen Be- 
trachtung sehr leicht» dass 

e' o' 
+ Arctang = Arccot ( — "j") 

ist, woraus sich nach dem Obigen 

Sect 9 = sin a Arccot ( — 



ergebt. Nach dem Obigen ist aber» weiiu auch in Taf. X. Flg. 2. 
me irüher AT=sv gesetzt vvird: 



1 a-\r^ 



ond» wenn man sich einmal die positiven Abscissen von C nach 
i^'hln genommen denkt: 



Also ist 



1 a + (— ») 1 a— » 



4"^¥ a4-«' 6""lf o^«* 
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ntioiial ausgedrifekt Waden Mtamen« .'Bimiw mMtt mb: 



' .:|. • 



und da nach dem Obigen 



sin(f' \ (p) 



sing) 



0' i 



ein« • ^ ' eina 



•i 



weime leicht 



tangqp ^ 26% 

ein« -I- eosfrtang^ ^ a(6*— ef^ ' 



tangy - -26*0 cos« 



folgt 



Weil bekanutUch 



-rr/ i^taugatang9 

ist, 80 erhllt mao» wenn ohhi den ▼oratehenden Werth wun ty|f 
eiafilhrt, oaeh einigen leichten Verwandlungen: 

a(6^ — e^} sin er 

Ferner findet man leicht: 

l+tang9»— 26-^cco««i3^ * 
l+tang(a + gr)*- U(6»-ü»jco8a-2P^ii ' 



alae: 



2_ 46^*ein ot^ 
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wm der EUtpse md von der Hyperbel, ' 3^ 

Sect n s= Xahn sio a. 
FCIr q»=2flE — a \aX offeabar m^^^b» also 

Arctang^s Aretang(— l)s=r 

folglich 

Sect ('Jti — «) = Xabn sin «. 

Für <p=2ff ist e:=0, also Arctang|s=r ArctaogO nicht 

Arctang^ = 0, weil «ich hier der Null .nicht vom Positiveu» son- 
dem Tom NegativeD her nShert; rolglich 

Sect 2« = ahn eiD er. 

Weil hiernach 

Sect (w — a)^\abn%\iktt, 
Sect — 5ect — «) = ia^Tt sin a, 
Sect(29r— «r) — Sect9r=lii6ff sin«, 
Sect 2» — Secl(29E — «) = sin a 

iit; «o sieht inaD» dass jede zwei coiijagirte Darchmesser die 
FIScfae der Ellipse In vier einander gleiche Sectoren theilen. 

Weil» ^ie so eben gezeigt worden ist» Sect 2n; = a^>7r sin a 
für jedes System zweier conjugirter Darchmesser der Flächenin- 
Ult der ganzen Ellipse ist, so ist fär jede zwei conjugirte Durch- 
messer abnwsiu^ also auch a6 sin « eine constante Grösse, wel- 
ches ein anderweitig längst bekannter nnd leicht geometrisch zu 
deutender Satz Ist*). 



*) Bekanntlich ist auch a'-f"^* *i"^ constante Grösse. Dies iusst 
•ich, beiläufig bemerkt, ^v^e es mir scheiat, besonders leicht auf f«»!- 
gfnde Art beweisen. Die bt-idcn Halbaxen seien k und B und in Bezug^ 
auf die beiden Axen seien x, y die Coordinaten des Scheitels des Uiii- 
meters 2a, ao wie x^^ die Coordinateo de« Scheitele des Diameter« 
Sfr; dann iat offenbar 

Die Gleichung der Bernhreadea darch den Scheitel dea Diamelere %a 
irthekaaatUch 

2T' 
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und daher, weil nach dem Obigen für 99 =0 auch t7=0 ist: 
T — 5--7 — : — : ri= 2a6*siü« # , v^i ^1 * 



o 

folglich nach dem Obigen: 



o 

Bekanntlich ist nun allgemein 

S W^^^\ AFctangj+ Const, 
also, wenn mato jetst 1 

Arctang j 

dsn kleinsten positlTso Bogen bedeoten I8sst, dessen goDimne- 

trische Tangente ^ >st: 

/» StJ 1 ^ ' » 
jäq:^ = jArctang^; 

o 

was nach dem Obigen zn dem Oberaus morkwQrdigen Aasdnicke 



V 



' Sectq»=:ii6sln«Arctang^ 
fttkri Weil nach dem Obigen 

ist, so ist aaeh 

Seet 9 » «6 sin « Arctan g ^^^^ ' 
Fdr d;=:-*a wird ^s», folglich 

Sect » = a6 sin o Arctang od, 

also 

Sect 7t = iabn sin 

welches daher der Aosdruck fiir den Flftcbenmhalt jeder der bei- 
den HSlften ist» in welche die Ellipse durch den Diameter AA^ 

getheilt wird. 
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Ueber 9=;c hinaus darf man die Formel 

Sect ^^ab sio u Arctaog j 

nicht ausdehnen, wie aus der ganzen Torbergehenden ßetraehfnng 
sich von selbst ergiebt, und auch schon deshalb» weil fttr ^ssae 
^ Grosse 



t) 4 r a — X 



nendlleh wird. Man kann sich aber auf folgende Art Terhalten. 
Es erhellet nfinilich aus dem Vorhergehenden und ans Taf« X» 
Fig. 2., ivenn wir die in dieser Figur durch A'T* beaelchnete Unle 

^nennen, dass in dem Falle, ueon fp^n ist, 



v 



Sect 9 s ia^ff sin a-\-aö sin o Arctang » 
alae 



V 



Sect q> =^ ab sin a (^n i- Arctang ^) 

ist Nun aber überzeugt mau sich mittelst einer einfachen Be- 
trachtung sehr leicht» dass 

e' o' 
+ Arctang = Arccot ( — "j") 

ist, woraus sich nach dem Obigen 

Sect 9 = sin a Arccot ( — 



ergebt. Nach dem Obigen ist aber» weiiu auch in Taf. X. Flg. 2. 
me irüher AT=sv gesetzt vvird: 



1 a-\r^ 



ond» wenn man sich einmal die positiven Abscissen von C nach 
i^'hln genommen denkt: 



Also ist 



1 a + (— ») 1 a— » 



4"^¥ a4-«' 6""lf o^«* 
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folglich 

V t)' - 

uo(i daher nach dein Obigen offenbar : 

— r 

Sect g>=aO siu a Arctang —g- • 
Also i^t für q) "^Tt: 

Sect 9 =s a68iDa Arctang^ » 

und liSr 9>>ff: 

8ect 9> = a6 sin « Arctang $ 

uuter 

* 

Arctang I und Arctang 



immer die kleinsten positiven Bogen verstanden, deren goniome* 
trische Tangenten reftpeetive ^ und -j-* sind. Nininit man min 

aber f = AT nicht, wie bisher, stets positiv, soiulnn \ielniebr 
von jetzt an positiv oder negativ, jenaclidem die Linie AT auf 
der positiven oder negativen Seite des Durchmessers AA' liegt, 
80 kann man die zwei obigen Formeln in die folgende eine all* 
gemein göltige Formel 

iSect q> = aö Bina Arctang ^ 

p 

zusammenfassen, wo auch jetzt Arctang^ den kleinsten positiveo 

ßogen bezeichnet» dessen gouiometrische Tangente ^ ist« 

Für 9=if— « ist ofenbar v^-^b, also 

p 

Arctang^ = Arctang(-|-l)=sl», 

folgÜcb 

Sect (« — a) = labn sin «e. 

Für 9=ff ist 



e 

B 



J a— -a 

also Arctang ^ ^ Arctang oc 1« , foiglicb 
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Sect n s= Xahn sio a. 
FCIr q»=2flE — a \aX offeabar m^^^b» also 

Arctang^s Aretang(— l)s=r 

folglich 

Sect ('Jti — «) = Xabn sin «. 

Für <p=2ff ist e:=0, also Arctang|s=r ArctaogO nicht 

Arctang^ = 0, weil «ich hier der Null .nicht vom Positiveu» son- 
dem Tom NegativeD her nShert; rolglich 

Sect 2« = ahn eiD er. 

Weil hiernach 

Sect (w — a)^\abn%\iktt, 
Sect — 5ect — «) = ia^Tt sin a, 
Sect(29r— «r) — Sect9r=lii6ff sin«, 
Sect 2» — Secl(29E — «) = sin a 

iit; «o sieht inaD» dass jede zwei coiijagirte Darchmesser die 
FIScfae der Ellipse In vier einander gleiche Sectoren theilen. 

Weil» ^ie so eben gezeigt worden ist» Sect 2n; = a^>7r sin a 
für jedes System zweier conjugirter Darchmesser der Flächenin- 
Ult der ganzen Ellipse ist, so ist fär jede zwei conjugirte Durch- 
messer abnwsiu^ also auch a6 sin « eine constante Grösse, wel- 
ches ein anderweitig längst bekannter nnd leicht geometrisch zu 
deutender Satz Ist*). 



*) Bekanntlich ist auch a'-f"^* *i"^ constante Grösse. Dies iusst 
•ich, beiläufig bemerkt, ^v^e es mir scheiat, besonders leicht auf f«»!- 
gfnde Art beweisen. Die bt-idcn Halbaxen seien k und B und in Bezug^ 
auf die beiden Axen seien x, y die Coordinaten des Scheitels des Uiii- 
meters 2a, ao wie x^^ die Coordinateo de« Scheitele des Diameter« 
Sfr; dann iat offenbar 

Die Gleichung der Bernhreadea darch den Scheitel dea Diamelere %a 
irthekaaatUch 

2T' 



Digitized by Google 




396 Gruner t: Zwei ukr merkitürdige }itU%€ 

Wenn a ondi h die beiden üalbaxen sind^ so bat man im 
Obigeo a = 4^ zu setzeo. 



slM, weil Jic-r.Bgfi kwW ca DiMiclcr pmlld i»t, 

fWx\ _ 9^ _ ^*£! 

Verbindet maa kinift iie lOddbwM^ 

«o ergiebl ticfa ieicht: 

= = — jr*i 



Folglich ist nach dem Obigen 

abo tf*-f^*=si*-|-g*9 <uid daher a^-^-H^ conatant, wie behauptet wurde* 

Da«s ab Wma constiint , kann man nun ferner aurli a«f folg^endc 
Art leicht beweiaen. Es ist oUenbar, wenn wir x und y aU poettir an- 
nehmen : 

(.4» — Ä«>rir ~" jxy ' 

also 

folglich 



e» » — j ^ — ji«)« * (il« — B*yx*y* • 



•laa 
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p&n der Siiijf§e und mm dir HpperM. 
Weil nacb dem Obigen 

=41 



ist, so kann mau, wenn wir v jetzt wieder hioa» positiv oeiuneo» 
i$ect9> auch auf folgende Art auadriickeD : 

Fflr 9)<n; ist: 

Sect 9 = oosin a ^^3^ ArctaDg(+ ^ ~^^)- 
Für 9>« iat: 

Sect^^aosmorY ArctaDg(— Y -^^^ 



Unter 

Vü — - 4 / o— 

^qp^ und Ärctang(— Y ^Tj;^) 



sind immer die kleinsten positiven Bogen 2u Terstehen, deren go- 
oiometriscbe Tangenten respective 



«nd. 

Wenn der Flächeninhalt des gegebenen elliptiscben Sectors 
ACAg in Taf. X. Fig. 3w bestimmt werden soll , so ziebe man am 
A and Äi die Berfibrenden AT und AiT der Ellipse und durch 
Ai die Parallele AiB mit der Berubrenden JT; dann Ist nach 
dem Obigen y insofern der Winkel ACAi*AtB Sectors kleiner als 
W ist: 



■in a* =: 



Xtch dem Obigen Ut Hber 
AUo itt 

lud dnker o^ein« conelant. 

Bei der Hxperbol InuiB mm beide Salie aaf gans ihnliche Art lie- 



r 



r 
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Sect^di 

= ^C.4r.8inC^7'.y^^g±§g.Arctangt+^ 

dagegen wSre in Taf. X. Fig. 4., insofern dei Winkel ACA^ des 
Sectors grösser als 180" ist: 

Sect^C^i 

^AC.AT.^m CAT. V^^-^^i- Arctang | - ^ 



AC-BC i 
AC^BC' 



in Taf. X. Fig. 5. .wäre, insofern der Winkel ACA^ des Sectors 
%vieder kleider als 180^ ist: | .» 

Sect/IC^i 

Af^ AT ' f-AT ^ r^C-BC . ^ AC^BC ^ 

=zAC.Af.siuCAT,y ^;j77qrßc "^^"^ V ac—bc ^' 

endlich wäre in Taf. X. Fig. 0. , insofern der Winkel ACAi d« 
Sectors wieder grösser als 180*^ ist: 

SeciACAi 

Ar AT ä iT AC-BC . ^ . ^fACVSC, 
=:AC.AT.8inCAT.^ ^(j^ßQ - Arctang { — y -J^ZTbC 

In den beiden ersten Fallen ist nämlich in den obigen For 
mein ffir Sectgp die Abscisse x=-{-BC zu setzen, in den beid« 
letzten Fällen muss in den obigen Formeln für Sect <p die Abseist« 
ar== — BC gesetzt werden. 

Geht die Ellipse in einen Kreis über, so ist a^b der Halb- 
messer des Kreises, und wenn cp der den Winkel des Sectoß 
messende Bogen in einem mit der Einheit als Halbmesser b^ 
schriebenen Kreise ist, so ist offenbar der den Sector theilvre« 
begränzende Kreisbogen AAi = a(p. Ferner ist augenscheinlici 
wenn wir das obere oder untere Zeichen nehmen , jenacbdcii 
9<7r oder <p>7r ist, . ^ 

r = ±-r4T = atangi9, ^ 
also ' 



I 



V 



j = - = tangig), Arctang ^ = 49^. 
W^eil nun allgemein fiir die Ellipse 



Gc 



wm der ßii^se wut wm d$r ffpperM. 900 

8€ct9)=£i68ina Arctang ^ » 

für den Kreis aber offenbar a= 90^ zu setzen ii»t, so ist für den 
Kreis 

m 

abo imcb dem Obigen : 

Settip ^la.AAif 

welches die bekannte Formel für den Inhalt eines Kreisseetors ist* 

Nach allem Vorhergehenden glaube ieh, dass man mir heizn- 
sümmen geneigt sein wird, wenn ich die in Bezog auf jede zwei 
eonjogirte Durchmesser der Ellipse geltende, höchst einfache und 
elegante Formel 

Sect 9 =: a6 sin et Arctang ^ 

dir eins der merkwürdigsten und interessantesten Resultate in der 
ganzen Lehre von den Kegelschnitten halte. 

Wenn ^ posiüv und nicht grosser als die Einheit ist» kann 

man, insofisrn Arctang^ immer den kleinsten positiven Bogen he* 

letcbnetf dessen goniometriscbe Tangente ^ ist, wie die Analysis 
lehrt» bekanntlich 

Arctang^ = ^-3(^jj + ö^j - 7 ^ j + 
«etzen, so dass also iu diesem Falle nach dem Obigen: 

V 

ist Weiter als auf den Fall, wo ^ positiv und nicht grösser als 

die Einheit ist, darf man aber diese Formel nicht ausdehnen, 
weil in der Gleichung 

bcbnntlich der absolute Werth von j dio Einheit nicht fih^stel- 
gen darf und Arctangr immer den, absolut genommen, kWosIpii 




Digitized by Google 



metriscJbe Tangente | bt» ^ te GMeliiiiig 

Sect 9 = a6 sin a Ar9taiig ^ 
j Jodtt fciotiibignii pMiUfeii Miac reellen Wcrtk 




goniometrische Tangente 7 ist, bezeichnet. 




V 




' ''UtfSt* -1 -iJ . 

Sei jetzt fa^.TL'l^ff ^ Üi^JiypunMto €7 

Hyperbel liescliriebcn , und AA' und ßB' seien zwei conjugide 
Dnrchme«ser deräelbon, deren Hiillten vmi respective (Inrcliannd 
f> f)ezeichnen uoIIph : die |)o.<^iiU<jii J heile dieser < j ti'_:ii Diircb* 
niesser seien f*Ä und C/i , und et sei der vou deaseibeii eiage- 
fcblossene Winkel ACß, m^n p||^ die be^jp^ in Rede 

«tatepMl|#lfchniesser als CoordlnateTiaxen zu Grund« 
—ff fceiw fclw ii In itt i i ii ld ^ CootdhMitw 
diesem Systeme dnreh ti, e; so ist bekanntlich 




= 1 



die Gleichung der Hyperbel. Wenn nun lerncr CAi ein beliebi- 
ger» aaf der positiven Seite des Durchmessers AA' liegender 
Halbmesser der Hyperbel ist, den wir durch r. den WiokeUC^ 
durch 9 beseicbnen vpolIeD» so wird von CA, CAi ood dem, «iea 
Winkel fp entsprechenden hyperbolischen Bogen AAx. ein byper- 
holischer Sector hegrftnst, dessen Ftöchenranm In der Kfirze dinch 
Seet9 bezeichnet werden mag, wo dann wieder nach einer alige- 
mein bekannten Formel der Integralrechnung 



I 



/5P 



ist. Die weitere Entvrickelunij des Fläcbeorauius dieses Sectdfi 
soll uns DUO im Folgeoden beöcbattigen. 

- Zq dem- Ende betelchnen wir die Ooordlnaten des Punktes i^; 
in dem angenommenen Systeme durch ^, ^; dünn hat man of«?«* 
bar die beiden folgenden Proportionen: 
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woraa« sich 



wm 4er SU^ne und wm der ff^perM. 40t 
•lD«:«iD(a — ^) =r : 

sin(a — op) sino) 
sina * sm« ' 



folglich» weil nach dem Obigen, da der Ponkt Ai oder (sif) In 
der Hyperbel liegt. 



ist. 



also 



' aain« ( ~~ i68inai r*' 



? 

' sin (« — g?) ( '-^ < sin(p J* 



t sin (g — y) ( ) sin(p I 
aeinct ' ^ 6sina ' 

folglich nach dem Obigen:. 





J sin (a - (p)\ '^ \ !^in 9 i 
/ asiuu } '^1 6sina I 



o 

oder» wie man hieraas leicht findet: 

Secto=^la'6*sina*/ — « — Ä-i-^TT ^ 

o 

ergiebt. 

Wir «rollen uns nun durch die Punkte A und Berührende 
an die Hyperbel gezogen denken und deren Durchschnittspunkt 
mit T bezeichnen. Die Gleichung der Berährenden im Punkte 

dessen Coordlnaten y sind» ist bekanntlich 



9y , 



«ro der Dlfferentialquotlent ^ aus der Gleichung 



©•-(1)"= 
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entwickelt werden 



dadnrdh erhilt 



also die Üieiciiuug der Berühreodeo: 

oder, wie eich hiemne mit Rtlekeielit nif die 
Statt ündeDde Glekkaeg bekaDotHdi Mehl ergleirt 



XU yv 



BözeicbDeu wir jetzt die Entfernung des Dtirchschnfttainroktgr 
der beiden durch A und Ag gezogenen Berühreoden iron im 
Scheitel A den Dnrcbmeeeen AA'^ nimlich die Unie AT, M 
9, ee wird dieeee e eienliar ane der Yeretehendeii Gleichnig » 
hallen, wenn man darin aetil« wedarch muk erhilt: 



Non iat aber 



v=z — • — — . 



also 



werane umgekehrt 



Iblgt; uud da nuD 



//2 ^ , 



Ist, eo erhIUt man anch mittelst leiditcr Rechnmig: 

2b^ 

uorau?» al^o ergiebt, da>-^ lile Coordioaieu X, ^ iuiner dnr^ 
die Grusse 0 mitteist der Formein 
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ratiooai auagedrOckt werden können. Hieraus erbftit man 

x " a(^^ + i?a)' 
and da nacb dem Obigen 



also 



ist, Bo ist 



Sin(ß--g>) siD« 

a:= ; r, v = ' « r» 

sina ain« 



jT ain (er — 9^ 



alao 



tang9 26*p 



woraus ieichi 



sina — coaatang9 a(^ + e^* 



eoa« 



folgt 

tVeil bekanntlich 



taae(cr--tt)i=*-- — 

*' ^' 1 -|- taug a tari«5 9 

ist, so erbSltman, wenn man den Toratebenden Werth von tang^ 
einfinbrt, nacb einigen leichten Verwandlungen: 

Ferner findet man leicht: 

1 + tanc 0^= 11^(6« -|-r*)^-t-4r///-^c(^^ + cos a-f46^o» 



also: 
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sin g)« — ^2 (^2 ^ ^lyi ^ (6^ + v^) cos « + 46*c* ' 
sin (a - 9) - ^2 (^2 _|. p2^2 ^ 4a62p (^2 ^2) cos a + 46*r« ' 



4Ä*p*sina* 



und: 



cos 9«= -2 



{a(62 + ü2) + 26*pcosaj« 



(6* + tj2)« 4- 4a6«r (6* + r«) cos a + Ab^v^ * 
{fl(&^-|-gg)c os «4-26^p{^ 

cos (a - ip) - ^2 (^2 ^ p2)2 _|. 4„^2p (^2 _J. ^2) cos « + 46*ü* * 

Endlich erhalten wir aus der Gleichung 

26*r sin a 
^ ~ fl(62 + r2) + '>6^ücos« 

durch Differentiation leicht: 

8<P 2o62(62_p2)si„a 



cos ~" I a (6« + -f 26*ü cos « 1« 
aUo nach dem Obigen: 

2a6«(62— ü«)sina 



8r . 



69 = 



3p. 



«2 (52 _|. p2)2 ^ 4a<^2p (^2 4- p2) cos « + 46*0« 

Setzen wir der Kürze wegen . .^^ tp^a^iP* 

iV« = (62 + »2)2 ^ 4^62^, (^2 _|- cos a + 46*02 , 

80 ist , 

) sin(«-y) j ^ / 62 4^r2 \* { siny } «_ /26r\* 
< asina ^ N ) ' Usin«' ~ V 

und «l'nu# illio'^/ i ' ' * 



also 



2a62(62— t?2)sina. 

^<P= ]V2 ^^^i 



d(p >' -_ 2fl62(62--og)8in« 

«•~/J:*8 ■ ~2\2 yl /.O-^ » 



| 8ln(g— y) | * t siny ^ 

) asina v j6siua{ 



(62 + oa)2^462p2 



folglich, weil 



i5 HO*J 



(6« + o«)« — ib^ü^ = (6«— ü*)2 • 



Ist 



ton der Ellipse und von der HpperbeL 405 

dtp 2a6^sintt 



^ sin (of — . * . sin y a * 6* 



and daher, weil nach dem Obigen für 9=sO aoch essO Ist: 



aeio« ^ ^ 6aln0 ^ ^ 



folglich nacli dem Obigen: 

o 

AttgemeiD ist Dun 

and 

also 

/ ' gp 1 HHp 
nod daher offenbar anch: 

/» 1 , ^+t> 

o 

Also ist nach dem Obigen: 



oder 

n 



Sect9 = «a6sin«l 



Wenn, wie in Taf. X. Fiff. 8.. der Halbmesser CA^ auf der 
negativen Seite des Durchmessern AA' liegt, so hat man die fol* 
geoden Proportionen : 
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€ runer i: Zmei ukr wurkurtlrd^ Sdia 
siscr:9in(a-f 9)s=:r:^> 

woran» sieb 

8ro(a-Hp) f!!^-. 
sin« 3^""'~»iD« ' 

folgUeb, weil nscb dem Obigen 

(9'-a)'=' 

Isfy wie oben 

/<p 
. 8in(« + y) . - , siny 
^ aeina ^ <6sioa^ 

erglebt. Die Glelcbang der Berfibrenden im Punkte Ai ist wie oben 
woraus sich für u = a wieder 

ergiebt, wo nun aher ?' neirativ ist, weil ?/ negativ ist, und man 
also bloss das als negativ lietrachtete AT, weiches in der That 
ancb auf der nei^ativen Seite des Diirobniessers AA' liegt» durch 
V beseicboen kann. Nun ist aber jetzt 



also 



woraus umgekehrt ' 



folgt; ond da nun 



6^ + 1^^ 



a 

Ist, so erbftit man aueb mittelst leichter Rechnung 
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wobei man zu beachten hat, dass i> eine nei;ative Grosso ist. 
AUo kann man « und y darcb die GrSsse d immer mittelst der 
Formeln 

rational aoadrdcken. Hieraus erhält man 
abo« weil nach dem Obigen 



oder 



8in(a4'^) 



tang(p 26^ü 



ein o -|- cos a tangg» a(6^-f o^) ' 



woraus sich 



fang 9=--.,. 



''lißv sin « 



und 



«(6^ + 1?^) + 26«» cos« 

tanß(« + y)=J(62+T2)eos«+Si%i 

ergiebt. Die Ausdrßcke von sing)^, sin(i^^(p)^; cosg)*, cosCa-fq»)* 
bleiben gans dieselben wie oben för sin^^« ain(«-~9)*; coa^*« 
eoa(a— 9)S und tilr dg» erhfiU man: 

^''^ aa(62 4- tj»)^ + 4a6%(62 + »2) cos« +46*0» ^* 
<>l>o» wenn man wieder 

iV« = ««(6* + + 4a6ae(6«+»^ C08«+46V 



•etat: 



imd 



c sin (g + y) . f r^V^ . siny . « _ /26ü\« 

« asin« ^ ~V / ' Usin«^ \N ) 
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Mrmm9ri: Zmti Mir wrMErdi^ 

^ 2fl6*(Ä* — 17*) sin« - 

^= m ^; 



«2 

I sin(ß f qc) j • 



folglich, weil 



«nd lUher: 



/ 

o 

folglich 



Obigeps 

also« weil nach dem Obigen 

/• a» 1 6-|>f> 
o 

ist: 



oder 



Sect^ss— iii6sina l ^^^^ 



wobei man so beachten bat, dass « nep^fiF iat. 

Man hat alao In den beiden vorher betrachteten Fälien: 



and 



Sect 9> = lO^ sin a 1 



Sect 9 = ia6 sin «1 ^^^ % 
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fMi 4kf BlUfse und t9n äet Bpp^rUL 409 

iro Im ersten Fall« « pMittv, im swelten Falle v negaClT Ist 
Nimmt mao nun abte wieder v stefs positiv, so erhellet, dass man 
In Völliger Allgemeinheit, der Halbmesser CAi mag aul der posi- 
tiven oder aul der negativ eu iSmie des Durchmessers AA' liegen^ 



oder 



Sect€o = ra6sinal 



«etsen kAoo. > 

Bekanntüch gilt nnn die Gleiellaug 



{-l<ar< + l| 



also ist 



weil natürlich, insofern Sect eine endliche reelle Grösse ist, 
verinöge des ob'^eu Atisdracks des Fläeheniubalta dieses Sectoroj 

r UeioMr al« di« Biahrit aein mua; rolglicb ist md dem OMgMi 
S«et«>» «6aiii«.^ I + J (0' + i ß) + ♦ (j)' + •••• \ • 

Ist,* so ist nach dem Obigen 

V .r f a -f- V — a 



Sectg) = ia^sincel 



also, wenn man Zähler und Nenner des Bruchs unter dem Zeichen 
des natürlichen Logarithmus mit dem Z&bler dieses Bmchs mal* 
tIpUcirt: 

Scct9»s4a6sin«l ^=ia6sin«lf - ^ ■ I 

oder» insofern y als positiv angenmmen wird : 

Theil XXIIL »1 
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410 Buttel: InUgraHüm timr m»aren DUTer^mmMckim 

fx y\ 

Sect 9 = 4«6 sin a 1 ^- + j^- 
Wr die Axett der Hyperbel ist dieser Ausdruck uoter der Form 
Sect9>=4a6lQ + |) längst bekannt, und es Ist gewiss sehr 
merkwflrdig, dass derselbe, nach blosser Multipncation mit sino, 
filr jede »wei conjngirte Üurchmesser liberluuipt gilt. Für das 
bypeTbelische Segment AB^A^ (ni. s. die Figuren) erhält man auf 
der Stelle: 

ilfii^i =:4siec|a:y— a6l(~+|)l- 

Andere Betrachtungen über diese Interessanten Gegenstände 
will leb jetst nicht welter anstellen. 



4 

Integratioii einer liMären Differenüalgleichuiig zweitai 
Ordnung zwischen swri Yariabden. 

Von 

Herrn Doctor hvi,iicl 
is Hamb arg. 



Durch den Aufsatz Nr. V. im Archiv Band XXI. wurde icli 
auf eine von mir früher bearbeitete Autgabe zurückgeführt, %velche 
darin bestand, die Curve zu untersuchen, deren Coordinaten 
e« le durch die unendlichen Reiben 






«^^ + rX3 + 1.2.3....6 + 
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Weiler Ordnung »wiscAen zwei Variabelm, 411 
gegeben sind. 

Da die Addition dieser drei Gleichungeo «H-v-f-w^e* ergiebt 
QDd die Differentiationen nach x nnmittelbar die Relationen liefern: 

. s^"' 0*-^="' äi="' 3^*=«" ai^"' ä^^"' ' 

80 erhält man durch fSubstitiition in obige Gleit hung it f v~{-w = e* 
folgende drei lioeSre Differentialgleich uugen zweiter Ordnaog: 

d^tt du 

o^w Bw ^ 

53 +äi ® 

del'en Integration sieb aus dem in Moigno ealenl intdgral, 
trente septidme le^on 248. III* -J. dargestellten Integral der 

Differentialgleicbnng 

eigiebt. Dieses ist daselbst: 



jy= ^ (sinfecCQ +/jre-«*cos{;!i?8a?)+co8i;ir (€i---/2:e-«*sie£araar)), 

wenn die Hfilfsgleiebnng V*H-<^iV+'^a = 0 ist» und die Wurzeln 
derselben, da sie imaginär sind, diese Gestalt haben: 

Berechnen uir hiernach eine der obigen Differentialgleichun- 
gen, etwa V -f -|-it=e*, so erhalten wir folgende Beaiehun« 
gen zum dargestellten integrale. 

Da die Wurzeln der Gleiehnng v*+v-|-l=0 die Form haben: 

so ist 

folglich 

SB* 
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Die l9t^;nile ergefacD Mck ans des iiciraMtwi FonMb: 



nad 



3 

wenn mao a=ä> 6=-^ setzt, woAwAmii nach leiditetßttt 



VI 

V"3 



„ . VS 1 



2VI 



VI 



SeM mn ■tatt iar CMatartM Q -f Ct n4 Ca — C4 Mr 



2^» r . ^ , „ V 3 I . 



IMe CoMtufm C miC hMtbanaB akh ans dm Mdnlc 

Sil 

diogoogeos iur j;=:ü wird w= 1 uod gj=U; aUo 
BUdet m&D den Ausdruck ^j^, so ergiebt sich; 
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414 Butte i: intesraUon einer UneOre» OffftreiUlttlgt^ehnng 
' Nach AnsCilhrang einiger RedaetioDen» indem «ich eiimial 

^Xmn-^xeo^ "2'^ S^S^i) 4- Ism cos wegbebt «od 

1 V 1 

^^^lcos*-2-a^ + sin*-i^x}=^^ wird, erhält man: 

1*== -g"** 

Auf ähnliche Weise lassen sich die oresehlosseoen Ausdrucke 
für 9 und w aus den Gleichungen (2) und (3) finden» nur dass bei 

dv 

der Constantenbestinimung fSr «ssO = l wird, was bei der 

Berechnung zu berClekaichtigen ist. Da jedoch ^^^^ vnd g^^^o 

ist» so lassen sieh e und ti; durch die Differentialquotienten erster 
and zweiter Ordnung herstellen. Führt man die Differentiatiooen 
wirfcHch aus, so ergiebt sich: 

V^3 1 V^3 
^=ieJ^— »<;-i*Cüs -2~^+ -2-^=c« (7) 

Und hlerjm Gleichung (5): 

vT 

ic* + |c-«* cos « =; » • 

Diese Ausdriitlie müssen, wie es auch der 1 all ist, sumtiiirt 
die Gleichung u-{-v-\-w~e^ geben. Nach dem Obigen niiissfin 
auch die verschiedenen f)ifferentiaf(jiiütieiiteji voji r und ic wieder 
auf u zuruckiühreoj wovon mau sich durch die Rechnung überzeugt. 

Wenn die GrSssen r, w ats Coordinaten im Raum ange- 
nonmen werden, so ist die daraus zu bestimmende Curve eine 
Curve doppelter Krümmung. Durch Elimination von ^ ert^ehen 
sich zwei Gleichungen, welche zwei Oberflächen repräseotiren, 
deren Durchschnitt die Curve doppelter Krümmung giebt. Be- 
Bcichnen wir die Gleichung 

II -he + tose*, (8). 

welcb« wir als Folge der Gleichungen (5), (6) und (7) an Uiilfe 
nehmen, durch (8)» so erglebt sieb durch SnbstItutioD ▼on (8) io 
(5), wenn man 
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Mmeittr Qrdmmg awUcAe» zwei VarMeien, 416 

1 



V ü-f-ü+t» 



tetit: 



«= — s — + — COS -sr^ 



oder 



cos } — ««w) ViH-oTw> 

Folglich 

m^x^ y[\ — cos« = i V" 4— (2i*-i?-i©)«(u+ü+ii>j . 

Setzen wir die Werthe für cos-^-^t sin-^-a;, und «-i* 
iD eioe der Gleicbaogen (6) oder (7), etwa io (7)« so erglebt sieb: 

~h<o (2tt — ü — ic) Sf ii^v-\-w 



3 6Vm+i?+«© 



mIer 

1 



V" 4 — (2ti — ü— «7)*(w-f © 



VT VV+tHF5 

QnadrtreD wir diese Gleichung, so finden wir: 

«ad nach Ausführung der Rechnung: 

4 

Sire* 4- 3ttw* — Ommo + 3e«— 3e"w— 3Me*+3w» 
ä4— 4i*» + 3m)*-f3«n»*+öiiwp— 3©*ie-3we*—to« 

oder 

— 12i#öfo + 4o» + 4ic3 — 4 + = 0 

oder 

ttH»Hw*— 1=0. (9) 
Fenier giebt die Subtraction von (0) und (7): 
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und da o: = 1 (i« 4- 1> -f tc?) igt: 

rnid die Addition von (6) und O) : 

« + tor= |e« — ^g-i' cos j? $ 

und nach £ini(ihrung der Werthe von e*» e~*' und xi 

1 VT 

oder 

Dividire ich diese Gleichung in die Gleichung iiir v — lo« so e^ 
halte ich: 

oder 

eis Gleiebuns der sweiten Oberfläche. 

Dies Resultat stimmt mit dem im Aufsatze Nr. V, Band XXI. 
▼ollst&Ddig uberein. Die Diskussion der Curve seihst erfordert; 
wenn auch einzelne elegante analytische Formen sieh ergeben» 
doch sehr verwielcdte Re^*nmigen» und wurde daher hier sn 
weit fiihren. 
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Losung des Problems der Bewegiing eines festen schwe- 
ren, um einen Punkt der Uindrehuiigsaxe rotirciiden 
Ke?olutionskorpers in Functionen, welche die Zeit 

explicite enthalten. 

Von 

Herrn Doctor Lottner^ 
Uhnt der Mathematik nnd Physik an der ReaUchule xu Li|»|i«tadt. 



I. 

G. G. J. Jucobi hat in seiner berühmten Abhandlung im 
9htea Bande des Crelte'scben Journals die Rotationsbewegung 
«Ines beliebigen Kiirpers um einen festen Punkt, nenn keine be- 
scbleunigenden Kräfte wirken, bestimmt,, und zwar so, dass alle 
xor Kenntntss der Bewegung nOthigen Grössen explicite durch 
die Zeit ausgedrückt sind. Er fand, dass dieselbe sich aus zwei 
periodischen zusammensetze, deren Perioden im Allgemeinen un- 
ter einander incommen^urabe! sind. Diese Periodicitfit liini; klar 
hervor, vveiin man, anstatt die .v- nnd ^^Axe in der uiucränder- 
lichen Ebene aU fest anzunehmen, denselben in dieser eine ^e- 
wisse gleichf'lnni<5e rotatorische lievve<iun<^ ertheilte. Dann werden 
die neun Coelücienten, durch welche die l^irhtiinj^ der Hauptaxen 
bestimmt wird, periodische l'niictionen der Zeit. Auf ganz ähn- 
liche Weise kann man auch den Fall behandeln, wenn ein schwe- 
rer Rotationskörper um einen Punkt seiner Rotationsaxe pendulirt, 
einen Fall, den schon Lagrange auf Quadraturen geführt hat. 
Diese Bewegung setzt sich dann aus drei periodischen, im AlU 
gemeinen unter einander Incommensurabeln zusammen. Man kann 
Ml dieselben, auf folgende Weise deutlich machen : 

l) Man ertbeile, ebenso wie Jacotii« in einer horizontalen, 
durch den festen Punkt gehenden Ebene den Axen der a und ^ eine 
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G runer t: Zwei sehr merkwürdige Sätze 



<^9= » 



also 



asin a ^ ^ Ä sin« ^ 



folglich, weil 



ist: 



3y 2a6^sina 

62 — tja 



sin(of + <p) 1 * t sing) * 



8p, 



asina 



' ^ 6 sin a ^ 



und daher: 



sin («-f- qp) 
a sin a 



folglich nach dem Obigen: 

o 

also, weil nach dem Obigen 

6«— ©«""26*6— r 
o , . 

ist: 



oder 



t^p'T j Sect9 = — 4^6 sin a 1 y ^ ^ 

MlülII )l 

6 — 'V 

Sect 9 = sin a 1 « ■ » 



wobei man zu beachten hat, dass v negativ ist. 

Man hat also in den beiden vorher betrachteten Fällen: 



and 



Sect (p — {ab sin a 1 



Sectg) = 4«6sinalg-q~ f 



ai99kaiMMrp. m Fmmomn^ weieke äjgXeü eaytfcft» a w iMlltf w . 419 

tAx», d. h. WD die Riditong der Scliwere, mn elneft cooetapten 
Winlcel iWT; alsdann drehe man iho um die siAze, d. h. um die 
Richtung seiner Rerolutionsaze » um einen Winlcel — (heide 
Rotationen mögen in demselben Sinne wie die anföngliche Bewe^ 
gung des Körpers geseheben)* Hierauf wird man die verlangte 
Stellung haben. Die entgegengesetzte Di%bnng muss man anwenden, 
wenn die zur Zeit t — iT gehörige Position gefunden werden solL 



II. • 

Bestimmung der neun Coefflcienten der Bewegung und 

der Uniflrehungsgesch windiirkeiten durch die Zeit ver- 
mittelst der eiliptiächeii Functionen. * 

im Folgenden wollen wir überall die Bezeichniirü^en von Pois- 
9 0U (M^canique Tom 11. j, 425 —429.) gebrauchen. 

^ und C seien die Trägheitsmomente in Bezug auf die Xi- und 

. At die Masse des Körpers, g die Schwere, Mg^P. 

y die Entfernung des Schwerpunkts von der «i^i Ebene« 

n die Umdrehungsgeschwindigkeit, parallel mit derselben Ebene. 

/ das Moment der Grüssen der Bewegun.^ in Bezug auf die 
vertikale Axe der i. 

h die bei der Bestimmung der lehendigeo Kraft vorkommende 
• Coustaate. 

c^» ^ Wurzeln der cubtschlMi Gleichung 

{2APyi + Ah) (1 - i«) - (CmJ - 0* = 0, 
cTg ist immer negativ und > 1* 

k der Modul aller vorkommeuden elliptischen Functionen 

▼ «1— «^B 



n 

K der elliptische Quadrant yy= 



A^sinV 



siii»am»ax = jr"^* sin5»am(tVii + = "f^^ 
ssin^amtHjt oder, was dasselbe ist: 
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20 Loltner: Lüning des Proöiems der Bewegung eines fesim 

f 1— o. 



dx 



/» 



IT and O die vod Jacobi eiogefahrten Transaceodenten. 

^L*(«i + oa) + -ff[i(a| — Oi) - iSC] = l>. 

Alsdann haben wir folgende 

Tafel 

der nenn Coefficienten der Bewegung. 
e = B 6% ' 



= ~iD e% * 

a = 5 

^= ii> PS — ' 

^ 1 ü Ha^ B "A" + ( jga-f 

<^=2J ö^J 
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Dia GrÜMen V und 0, von deoan die Bewegungen der Axen 
der y nnd der nndy^ abhängen, werden erhalten dnrch die 
Formeln: 

a — «V Ah ^/ 

lU. 

Beweis. 



Die nenn Coeffidenten 6» c etc. lassen sich hekaontlich als 
Functionen dreier Winkel ^» 9 wie folgt ausdrücken: 

Q = cos ^sin <^ sin 9> cos ^ cos 9 , b— cos ^ si n ^ cos 9 — cos ^ sin 9^ 

e^sin^sin'^;; 

ofsscos^cos^sin^^sln^cos^» 6'=5eosdeos9cee9-f sin^singr^ 

c' = sin^cosi^; 

a^ss-"SiB^sin9» 6"= — sin^cos^, c^^s^cos^. 

Die t^eometrische Bedeutung von tp, ^, tp u ollen wir über«4ehen, 
da sie von Euler, Poisson und Jacubi gcuugsam dargethan 
ist. Wie fiynamisrhen niflTerentialgieicbungen dC/S Problenis . lauteo 
bei Poissoo am aogetübrten Orte: '* " 

C«C08^--4«in=^^ = /, 

^=« + cos^^- 

Die Elimination ergiebt hieraus, wenn (*i^P2rcos^-|'^)sln^ 
(Oicos^ — 0' mit R beseichnet wird: 



*-^=y Vi^^^' *-%=y 



biüa> 

\ (2) 
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— zda 



• -y^ St 



(3) 



^-^ M dM pi-tit* «>a>«, ^^-j:^ M ckM£üi8 positiT 

Hiul kteioer wie 1 , ^ gW^^ ]^ ^ «fc«r — nach dem 

V orhcr!?e*ie«<i«tt g^Tuaser wie I ist, so ist j^^^^ SA- und ^1. Man 
iMM aiw»y m iß« ▼vifstefcm^iHi Inte^le aaf «lacobr^ebe 



^ ... ^ 

Ao9 «^enei» i ergebe axA leiclil dK fi»lgeutieu ; 



(7) 



ÜMlb «MB a ifc^ aiwIlMBt » mmmi die Gkkbug^) die Form an: 

(Cw > /)M n ^2 /* Z:^ sin fg cos i^i%sUlHmwiu 
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MeMtiitHotu&örp. in Functionen, weiche die Zeit expliciu enthalten. 425 
Es tat aber 

«Qgi V «1 - «3 

sine, Vf^t — 

ßerüclcsichtigt man ferner den Werth vod m und macbt von der 
Jacob i'sGben ßezeicbnung Gebraucb, so verwandelt sich (8) in: 

(9) 

Cn + ^ 1 

VlCöv V(l+«.)(i+«j(i+^) + 

Die Grossen 

V ^APyV^ii:-cci)(l-€c^{l-a^) und V iJ/'y^^ (l+«iXH«a)a+«^ 

werden erhalten, wenn man in för J respective +) und —1 
setzt; In diesen Pflllett wird die Wurzelgrösse i{Cn—l) und 
-l(€k4-0. Also Ist das Resultat: 

Nach den Formein der »»Fundauieuta" pag. 146. folgt liieraus: 




2i ' e(« + io. + AT) ©(ti + to, ) • 

Es tnass nun noch das Glied ^ - umgewandelt werden. Be- 

aeicboet man die Wurzelgrössen in (9) mit Ri und R-%t ao Ist 

2t(Ciig|~/) 1 ) JB,i 

(1— «i^V2ilfV^«i-«i V^T^i^ |l-ii^ + l + ir, 

cosam jgj /^amM| cosain (1V /2 + A ) ^am [ia^ + if) 

sinamtoi siuam(Ms-(-iÖ ' 



Th«U UIIL 29 
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Nach einer lekfcfeB Redmeog erglebt eich ab Bodreenllat: 

1— «1« mÄ 

düi ' da^ J 

Addirt man dieses Glied an dem aDdem In if nralfipliairteD ii 
(10), 80^ heben sich die ^Fooctionen fort Uan setse nen «n 
AbfcQrzuog : 



Dann wird 



, 1, e(?/-ta,)e(M— ifl,— ^ 



Man sieht hieraus, dass der Winkel t'j , ebenso wie in den 
von Jacobi behandelten Fallts ;ius eineiu der Zeit itrojiortionale 
Ciliede und einrni osrühitorischen besteht. Neliinon ^^ir also a& 
dass die Axe der a: und i/ nicht fest wäre, sondern eine der Zeit prfr 
portionale Umdrehungsbewegung hätte, so dass sie in der Zeit; 
einen Winkel Wt beschriebe, so können wir in die neun Coei 
deuten statt ^ den Winkel ^' einführen* 

2K 

Wenn u um 2iC oder t am — =s T wächst, so vermind« 

m 

sich ^ um — y? oder um T^, da die Grösse unter dem log da 
selben Werth behält if' hat also eine Periode von der Welte 
Aus der Gleichung (11) ergiebt sich mit leichter Muhe: 



aI S(u — inj ) B(uj-- in^ — A') ^ 

^ 2ViV 

. e(iH-fat)yti4ifl^-i>ir)-0(ti-iVii)e(>i^-ig ) \ 
.,0^= ; 2.V"iv ' 

wenn iVsse(tf+ini)6(tf— ^j)6(tt<|-ls^+lC)^ii-*ia,~jr). 



3. 

Man kann auch der grosseren Gleichmässigkeit wegen 



f 
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RevoluiiomHörp, in Functionen^ welcke die Zeit expmue enUuUm. 427 

mittelst der in (7) gegebenen VVerfhe der a den cos^ darcb die 
ÖFuiictioDen ausdrücken. Es ergiebt «ich: 



8in2e^— 8in2^ i^^fliea(tei+Ä)-HÖ%hÄÄi(^^ 
Nach der FornieJ (21) Seite 17Ö. der ^.Fundameiita nova«: 

Ä(tt + r) -1^) = ^ 

lassen sich diese Ausdrucke auch iolgendermaasen schreiben: 

Ferner 

^ sin*«!— sin*«a sin^ei— sio*tj 

*^ __ singgt (1 •- k^sin^s^sin^am u) -j^ sin % (I -jfcgsin^gt sin^amu) 

sin 2«^— sin % 

Durch Anwendung der Formel (3) Seite lö2. der „Fundamenta'': 

(Qu 0a\* 
■-ßQ-J (l-ifc^sin2amasin2aniti) 

C^vird hieraus erhalten: 
j3 1 

)m die Coefßcienten c und c' zu bestimmen, muss man ancb 
Ja4^ durch die OFanctionen ausdrücken. Man hat 

2»» 



j 
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428 Lottner: 0wng des Problems der BmeowHf «Hiet ftUm 

sin2^ = (l— co84>) (l+co8^) 
=(] ^«1*) (1— i^sio*«! 8in%m«) (1 — ifea«iDa^«m«aittM) 

nach der eben citirteo Formel 

folgUcb mit BeunUung voo (12): 

2t'fl»fli H(»cr g 4 g) ^ 



(14) 



Maii erWtt darch MoWplication voo (11) und (14) die Werthe voo 
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4. 

WoDflen vrtr uns nun zur Bestimmung des Winkels 9* Der* 
selbe waf durch folgende GleicliiiDg gegeben: 

Nach eir]in;en Umiorniungen, die denen in (2) vollkommen snsleg 
sind, nimmt die Gleichung die lolgende Gestalt an: 



n(A — C) . 1 Cn-^l Cn-^l 



oder 

qf'^9o=^~^^^ln(u,ia,)--]n(u,ia^i-K)> (16) 

80 dass sich also der Werth von q) in Hinsicht des Gliedes, das 
aus elliptischen Functionen dritter (jattiing besteht, nur durch das 
mittlere Zeichen von dem Werthe von 1^ unterscheidet. Ferner ist 

(17) 

t»i(^-C), Cn — la, /d.logeioi ii.lügö(»o,+Ä)\-| 

Uvrdi eine fthnliohe Rechnung wie im §^ IlL findet mso: 

(18) 

Cn — /«! cos a m iog A aro ia^ cos am (t o«; -f- Al ) am (ia^ + 
(l — «j^Jfilii isinauiiaj isiuauj (ia^-J-Ä) 

Cb ^ — _ cos am fai^am tat . 

mÄ ^ i^oj^a^ Isla am i«! C — «il 

cosamCIOa -i- IT) ^ am (ia^ + Jg) ^, 

Isioam (ioa + K) + •^'^ 

Nach einigen VenrandliiDgen ergiebt sich hieraus: 
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(19) 

Cn 2 )z72/- 

_ , Hjia^ f K ) 



Es wäre also auch die Grösse Cfi durch die elliptischen FunctioDeo 
ausgedrückt. 

Man setze nun diese Ausdrucke in (17) ein , behalte aber, dd 

Cn 

Weitläufigkeiten zu vermeiden, die Bezeichnung bei. Als- 

dann folgt: 

tn(A-C) /dAoi^Hiai d.\o<rII(ia^-^ K)\-l \ 
—j;^ ; H 

1, e(tt~7n,)e(ti-t-if?^-f A^) 

Bezeichnet man die Grosse in den ecki&en Klammern mit — , so 

4(' %-yo= +1. log + ^ 

Wenn m um 2Ä oder t um — oder um T wächst, so ist» 

nt 

um OT gewachsen. <p besteht also auch aus zwei Gliedern, tob 
denen das eine der Zeit proportional wächst, das andere periodisch 
ist. Nehmen wir also, wie in der Einleitung gesagt worden ist 
an, dass zwei llauptaxen des Körpers, die der ar^ und , nicht 
fest sind', sondern eine der Zeit proportionale Unidrehungs Bewe- 
gung haben, so dass sie während der Zeit t den Winkel be- 
schreiben, so können wir statt des Winkels <p den W^inkel 

in den Ausdrucken der neun Cosinus, die jetzt die Richtnngeii 
der beweglichen Hauptaxen der .ri und um die Hanptaxe der ij 
bestimmen, einführen, und erhalten dann mit leichter Mühe: 

.(,„ ^ (22) "^S^*^- _ 



4/- e(u-i 

1 0(u + i 



ia^)&(u—in^—K)' 



Googl 



Recoiuüimkörp, inFuncttonen, welche die Zeil explidte enthalten. 431 



CO« 9': 



«09 ^ 

Die Coeflicieoteii o*« V bestimmeD sich daraus folgeDdennaaassn: 
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432 L ottner: Lösung de* Problems der Bewegung einet fetten 

Die Werthe der Exponentialirrossen ergeben sieb aus (11) and 
(22). Die obigen Ausdrücke werden dann mit den Abkurzangeo 
der Einleitung wie fols[l: 

4a = (I — cos^) — + (1 +cos^) — - jtt^ ' 

4ia' = — (I — cos — + (1 + cos ^) ^fji^» * 

üb = (I— COsd) . (1 + COS^) ^» » 

B'^ + A'* B"^ + A'^ 

w =~(i-cos^) -hd-Fcoso) . 

Nacb frOhern Formeln hat man auch: 

1 — co8'&= 1 — «!+(«! — «2) sin *am tf =(1 — «| ) (1 — A*^ sin*f j siii*amii) 
_ m'^iia^^-K) A'B' 

(1 + cos ^) = (1 + ) (1 ~ yt« sin % sin «am m) 

IHHa^ A^Bf 

- ir[i(a, + a^) + A:]i£ [i(ai -a») — J ö^u " 

Durch Substitution dieser Werthe und indem man 
setzt, erhält man als Endresultat die vier CoefÜcienten : 

a i ^ V ^ — — \ 



1^ 



. e a(» + iffg + AT) - Qg(H — ta^— AT) 

02« 



*=2Br e% 
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* 



5. 

Es bliebe nun noch übrig, die Geschwindigkeiten des Körpers 
um die .r,- und yiAxe, die Poisson mit p und r/ bezeichnet, zu 
bestimmen. Die Geachvrlndigkeit um die z^Axe r ist bekauntiicb 
dorcb die Formel > 

gegeben. Von diesen drei Grössen hängt die UmdrehuDgsgeöcb win- 
digkeit um die augenbiicküche Umdrehungsaxe 

und die hof^B dieser Aze ab. 

Die Gleichungen, ihih denen diese Grössen zu beätiuinien 
sind, beissen; 

A ein 0(p eio (p-\ q cos (p) =z Ol cos I, 

4 

Wir erhalten daraus: 

1 \ 
I» = jgj^ I ( Cii cos ^ — 0 « n 9» 



±cos9V^(2il/^cos^+i^A)siii*^— (Cbcosd— 0*1. 



(36) 



+ siD 9 (2APy cos ^ + A) sin — ( Cn cos ^ - . 
Es handelt sich also darum, — -r-^—ar- Quadratwurzel 

A Sin tr 

dorcb die B und M auszudrücken. 

Aus dem Früheren gebt hervor, dass die WurzelgrSsse 

=Vwyv--ö-«i)(i-fli)({--«s) 

ss:V2ÄPi(ag^a^ V — assinamttcesamac Jan» 
ist. Femer findet man: 

(«1 — (t.2) n Am f» cos am tiJ am ti 

= 0 * eht • ' 



Digitized by Google 



4li ImUMr: 

Hit BtiitkikfctlguBg to W< 



Die UnfimHOigm tos W ■UIbIL geg 



äbk» : < ißoi • Vif 

Int, wo folgt: 



oder 



(28) 



Die Einsetzung dieser Ausdrficke (27) und (28) in die F<M^ 
mele (26) eciieiot jedoch kein elogantee Resnitat m liefern, W9t 
halb wir die weitere Rechnung flbergehen. 

Die LlkniDg dieee« Probleme kann vielleicht vermittelat dm 
StOrnngereehDong auf die dee allgemeineren ifthroa, .wean dm 
Klirper ein gans beliebiger iet. Der Jaeobi'aehe FaO acbefai 
weniger dam geeignet im eein , wenn man die Analogie mit den 
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einfaehen RauiiipeiiM (wo «in schwerer Punkt an einem onans« 
dehnsemen Faden ohne Schwere oecilliH) erwigt. Gesetzt nSm- 
lieh, man wollte dieee Art von Beviegung durch die Methode der 
StSran^^n aus dem Falle, wenn keiM Schwere wirkt, ableiten, 
«0 wfirden die Gleichunt^en der gestörten Elemente in Vergleich 
mit denen des uiigestürteü Problems eine complicrrte Form an- 
nehmen, da ja die elliptischen Functionen erscheinen. Ein ähn- 
licher Fall ist der unsrige. Die Jacobi' sehen Formeln zeichnen 
sich zwar durch grössere Einfachheit von den oben abgeleiteten 
aus; da aber der hier behandelte Fall nothwendig in der voll- 
ständigen Lösung des Rotationsprohleros, wie sie die Berliner 
Akademie als Preisaufgabe aufgestellt hat, enthalten sein rouas, 
ao müssen die Reihen, durch welche die gestorten Elemente des 
Jacob i'schen Falles aoagedraekt werden, augenscheinlich sehr 
eoroplicirt werden. Man kann daher eher hoffen, daas dieselben 
In unserem Falle, wo die Formeln des ungestörten FroUems schon 
compliclrter sind, einfacher werden konnten/ 



XXIV. 

De yariis modis aequationes quarti gradiis solvendi* 

Anctore 

D*^. C* JF. Lindman^ 
Lectore Strengnetiee, oppido Sveciae. 



Inter omnes 'constat, Italos, qnum commercio cum Arabibiis 
doctl et excitati in Algebram studiosins elaborare coepissent, sab 
medium fere secnlum decimum sextum vias solFondi aequatiooes 
tertii quartique gradus Inveniaae. Poatea Tero tarn multa tamqna 
▼aria hac de re scripta sunt, ut oullos fere Kbros de Algebra sis 
repertnrus, ubi eadem via tradatur. Ob eam caussam et quoniam 
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•Hler^liqae antea solveodis bod proiwB iootile fore- ailMtn- 

tii> >ijiii. 81 inltia, a ({uibus principe;» scriptores de aequationilM 
t|uaiti gradus sunt j iol^cti, pro *iiißUüita et doetriiiae et lihroniro 
copia hreviter aduiiiiirare conatu^ esseni, spcrans fore, ul alter 
ad . rem metim JnylW|€tiigi-.iil fMdmi«!« ^jjßß^ ^^gß^jg^tamoMd» 
Mhi villi Ja^lpivff«! II ■.■ij ii'x.".^ 



Primum e Lexico KI 'i u < 1 lano (Toiii. II. p. 401.) coffnoscere 
. licet, rationes vetui«tiqreA omuiuo eme irea, ^ Ludairico t eria- 
'rTensi etCartesio etEulero datas, quae omnes taotamiMdo 
condUione adhiberi possint , ut dignitaa tertia qoa^ititatls iocognibe 
Vel in aequatione non in^nK^ij||blata 6lt> L ud o v MlMMbrr** 

j^M MlB POSUit ^ *■ *^ -^-^ ■"■ff" 

m menbfoi 

evadit quadratum. fMf^it^'fta determioat ut dextruiu ^uu«jue 
membrum iiat ^uaiiraiuiuj id e«»tj ul iiat 

<qpMW aeqnatio eet redacta tertii gradus, ta^ßB tmtbi 
▼mta dabtt radlee«' aeqnäHiviiS'prop 

■ 

Cartesius aequationem biquadraticaiu 
ex multiplicatioiie aequatSonuni 

ijitain sum.sit. Mnitipüratione facta et coinparatis inter coefli- 
cieatibus earundem liii^nitaiiiin ipsius .r , quum ^ et g extermuiatais 
Mut» elicitur reducta tertii gradus reapectu a^« qua soiiita ndktf 
Mqoationis datae faciie inveniuntar« 

Initio a iiiptborlo Cartesii facto, Dr. Dippe tleiooDstravit *1. 
radices aequaliunis bitpiadratiiae radiribus oiunibus reductae ei 
primi posse. Positis enim radiribus redtictae "y\, 3%» ^ IW^ 
radicea aequatio&ia blquadraticae baue aibi ioduuot foimsm 



,«•■'.•1 



>. . 0 Arahiv dar Mathenatlk ruvi Plijralk, keriMft* 
fjftbaa T.üH.lilr.pvefjl. Tm. VII. pag. wik Cfr. Fnae^e«!^ Ca«»i 
i^jlwyUl'^a M»|MiiiaiL|««a.paraa* .filnq. .K^itio«. .Bvaatl- 
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vbi taiiMii Signa siglihitini detftminanda auat. Ex kae dmonatra* 
tiana aequilor, ut uMthoiiaa Ealeri, qui radieea aaqaaflaiiia bi* 
qaadraticae fonnaa 

esse constituit, non sit nisi nielliodus Cartesii inversa 

Methodia vetuatioribus jam breviaaime paratrictia, ad rationem 
C* Ampere traaaeain. lila quoqae aequationem biquadraticam a 
dtgnitate tertia quantitatia iocognitae überatani constituit. Qoattuor 
üa aequationiboa exacriptia, quae e cognita relationa inter radicea 
et co($fl(iciantea aequationia oriiintur, et reductionibua quibaadam 
factia« ad redoctam pervenit, cujus quantitatf incognita ait qua- 
dratum suroniae duarum radicum. Inde patef, hanc methodum, 
quam Cel"' Grunert hoc Archivo (Tom. 1. p. 16.) exposuit, iis- 
dem esse nixam principüs atque Cartesii. 

Deiode Gel"* Francoenr **) in aequatione 

poaoit xz=y-\-z ***), quo valore aubatitoto ^ et a ita determina* 
▼it, nt eiraneacant ii aequationia transforroatae termini, in quibua 

iusunt iropares dignitates alterius quantitatis indcterniinatae ex. c. 
Valore ipsius i/ inde ducto et in aequatione transformata Substi- 
tute, redutta tertii gradus respectu iiiveuitur. 

I>r. Schieaicice eandem mtionem in hoc Archivo (Toni. XU. 
p. 166.) propoanit. Poatea vero ibidem (Tom. XVI. p. (SSJ) rationem 
natendity cnjua benelicio aeqaatlonem aolrere licet, dignitate ter- 
tia qnantitatb incoguitaa non aublata. Praeterea tranaforroatiooe 
ana elFecit« ut redncta termino aecnndo liberata prodeat Mirandum 
sane non est, si omnia lila commoda com paucia incommodia jnncta 
sint, quae tarnen non impediant, quominus ratio illa metbodis 
aotea comniemoratis praeferenda videatur -{-). 



■ 

*) IfaCbodat Cel< Boardoa, qui z=if-i-%-^u potnit« Ott« ntfocile 
ftä^tf endem atqne E uteri« utiamai baee magi« quui artlllcialia Tldetur. 
**) U c« pag. 144. 

***) Cel*M Bourdon docet, Lagraugiun qnoque Ita ÜeciMe, neque 
teita ant baue rem aat ariiflcia sua (jodice Bourdoaio) maltBui nti- 
litalit attalitia» qala caleulna admodom molefttu« flat» Quo Ubro La- 
graaglas id feoerU« aetcio» ted crediderim in additUMati« ad Alge- 
ifam Suteriaaaui, qua mihi non jam uti iioat 

t) Hethodum» quam dedit Waring, «ilaatio praetaril, qnipp« qua«, 
de amtaatla «allem iiiaa, ad.aequatloaem biquadratieam aoian aon par- 
tiaaat Tide Kligel, Matbamatlaehaa WSrtarbacb T. IL p..4ia. 
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Attamen methodas illa, quam Htrictim attigi, una non est, ii 
qua otenda terroioam secundum tollere evitemus. Abhinc ceotiui 
fere annis Thomas Simpson ded'it ejasmodi niethoduro, quie 
tarnen adeo non cognita videtar, ot in Lexico Klugeliano dc 
mentio qaidem ejus facta sit, quamobrem paallo fusius eam disse- 
rere mihi liceat Simpson*) aequationem generalem qaarti gradui 

OT* + fiLT » -f 6x« + ca: + rf = 0 

cogUatione finxit esse differentiam duorum qoadratoram , ita at 

ar* + iij:» + 6ar«+ cj: + rf= \ax \ J)*— {Bx + C)*=0, (c) 

nhi B, C sunt quantitates indeterminatae. Reductione facta 
et coßfficientibus earundem ipsius x dignitatum inter se compa- 
ratis, iDFenientar aequationes 

Quia quater productum aequationis primae et tertiae aequaleeit 
quadrato aequationis secundae« divisioBe per 2 facta, habebimu 

si posuerimus A = iac — d, /=ic*-|^ii(Ja* — b). Postqnam ex 
aequatione inventa est A, aequationes 

dabunt B et C. Aequatio (c) jam suppeditat 

unde prodennt radices 

ar=- i(t a + Z?) i VUiai- B)^^ C - A. 



*) Tide Treatite of Algebra. 2 EdiL London 17S5. p. 150. 
Hoc loco praetenniUendoni oon e«t, qood dixit Muntferrier io Ubro 
Dictionnaire des Sciences iMathemtttiqaea. Deux. Edit Pari« 
1845. Tom. I. p. 229. Contendit enim Montferrier, raethodom 
Simpsonii nihil aliud esse, nisi amplificationero quandam niethodi 
Lndovici Ferrariensis, quam ita prorsos exponit, at ego lopn 
ezposni methodum Simpsoniaaam. Hoc quidem fieri potest; nitiime 
antem expositioni Klägelii repugnat. Mihi qoidem aliquanto prubabi- 
lios Tidetnr, methodam Simpaonii a CarCeaiana ortam eaae, aoa 
aolum qnod Klägelioa de ea re nihil dixit, aed etiam qoia aeqoatio, 
differeotia qaadratorom e tfaeoremate a* — = ^ ^^ ^ 
jiroductom fit dnarnm aequaiionum secundi gradas 
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Qaia ^ et C in radidbns qniini positivae tum negati?ae suat» 
lacile patet» nihil niatari oisl ordinem radicnm, si signom — qoan> 
titati B tribuitur. Qaaroquam A trea habet Talorea» e quibos 
quemlibet eligere licet, ratiocinatio tarnen commodisalma evadit; 
81 valorem realem sumis. Aequatio vero ut tertii gradaa unum 
ejuamodi Talorem aeniper suppeditabit, interdom etiani trea« Me- 
thodi auae commoda recensens Simpson contendit valorem ipsius 
A Semper esse rationalem : quibus tarnen reI)U8 in eam senten- 
tiam adductu^ 8it, ego quidem intelligere non possum, praesertim 
qnum exenipla, qiiae contrarium probent, facillime refu riantur. 
Quamquam igitur cum Simpsonio hac de re consentire non 
possuni, methodus tarnen ( jus tot tantaque commoda praebere 
Tidetnr, ut ab oblivione vindicanda öit, uWi forte studioi^ior ejus 
factiis- sum, quippe qui ea fere semper uti consneverim. Saepe 
tamen iiiethodis, quas vocaot, indirectis faeiliime radices iuveni- 
uotur, praesertim ai magoam decimalium nuinenini habere velimus. 

Methodnm Lagrangii^ qoae in theoria functioonni ayrome- 
tricarum nititur, niai commemorare non poasnni, quoniam expo- 
altio ejns moltum apatii requirit. 

Cel*" Schulten in tabulis auis logarithmicis *) formulas dedit 
trigonometricas , quibus radicea aequationum biquadraticarum in- 
Tenirl poaalnt, termino aecundo non aubJato. 

CK Graninnd, Adjanetna Math, ad Academiam Lnndensem, 
diaaertatione Academica metbodom quoque dedIt, in functionibus 
aymmetricis , quas vocat, partial'ibus nixam. Quia hae functiones 
non antea usiirpatae neque mnitum cognitae videiitnr, expositio 
hujijs methodi definitionibus et explicationibus eijet, qnas hoc loco 
dare proposituni nienm non est, praesertin» fjniiiii ita occasionem 
rei explicandae **) auctori ipbi praerepturus viderer. ♦ 

Methodua noviaaima — qood equidem aciam — - a Cel« Bjor* 
lio|{ data est« qni methodum auam hoc ArehWo (Tom. XIX. 
ipae ezpoanit Primum in aequatione generali 

pro X aabatitnit ^tg%. Deinde codfficientea a, e, d aeqnationi 
c*^€^d aatiafacere conatituit, nnde c^aVH vel c= — aV7. 

4 -1 

Pro illo valore facit y= V d, pro hoc yz^iyf d (»=^V— J), .quo 
facto inveoitur 

*) Ln^arithniitika och Trigonometris ita Tabeiler. Bel- 
«ingtors lH;iö. l>ap> 210. 

**) Dans Herr Actjunct Gran 1 und dies i lo Archive thiin möge, 
WÜo«cht der UerüUfigüber «ehr. G. 
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Sin 2z = l a ± V^«« + 4(%* - b)ü 

Arcu 2 invento, dabitiir j?. Sin autem aequatio c^=a^d inter 
ol^fßcientes non exsistit, demonstrat, aequationem quamcumqae 
biquadraticam» posito jr=;r|-|-«f 8>c transformari posse* ut haec 
relatio inter co^fficientes tranaforniatae intercedat 

Plures in et Ii 0(1 OS in nieis quideni libris coninienioratas non 
inveni, quod tarnen non inipedit, qoominus riDniinila ine ftiserit. 
Itaque noo audeo dicere> haue enumeiatioiieiii Um perfectam esse 
quam volni. 



ObBenrata quaedam de Ellipsi. 

Aactore 

D''^ C. F. Lindmany 
Iiectore Strcagn. 

(E cons|iectu actorom Reg. Acad. Scient. Holmiens.) 



In libris de catcolo integrali, quo« cognoseere mihi licuit, de» 
monstratar, qaomodo superficies inveniatur figurae, quae Ellipsii 
axi majori duabusque axi perpenUicularibus ordinatis terminatur. 
Si idonei valores liniitibus integraüs dantur, Trapezio detracto, 
superücies cujuslibet segiitenti reperiri potest. Trianc^lo ad i*eg' 
mentum addendo vel ab eo subtrahendo süperGcies sectoris inve- 
nitur, sive centrum sive focus Vertex ejus est. Ät vero quuni de 
sectoribus agitur, usus coordinatarum polarium maxinie siroptex 
et rei conveuiens videtur. Quae ratio sectoree quadrandi, quoraffl 
Tertex focus est» maitifariam ostenditur nuperque Cel*^ Grunert*) 



*) Archiv d«r Mathenatilc und Phjsik. Toai. XVlh p. 
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haDC rem ooptose tractairit Qoanta affert commoda asiia coordi- 
nataram polarittm in sectoribua eilipticis quadrandis, qaorum ver^ 
tez est eentniiiij ostendere nunc conabor, qiiiim praesertim occaslo 
ita praebeatar non solum demonstrandi theoremati^t, sine dubio 

njulto ante co^niti, quod tarnen nusquaiu iuvenire potui, sed etiam 
commemorandi res uonnuUas» quae ad ejusmodi sectores perünent. 



I. 

Si in aeqnatlone BIlipsls migari 

posuerimus y— rSinrp, :r=:rCo^fp, ubi est anj^iilus iriter posi- 
tivain axis uiajonä partem et radium vectorem e centro ductum, 
babebimus 

rS(a«Sin«9>-f-62Co8>9») =za^, (1) 

qaae est aequatio Elüpsis polaris, quando polus io centro coilo' 
catar. Valore ipsius ex (1) io l'ormula usitata 

sabatitato, prodit 

2 J a2Sin2y + 62Cos^<p' 

ubi « denotat ane^ulTim inter positivam axis majoris partem et eum 
radium, quo sector terminatur. Divisiooe per Cos ^9 facta et io- 
tegratione instituta, invenitur 

i«6| Arctg (^(^))- Arctg((0))|. 

Posito minimo arcui positivo, cujus taugens ast — — ^ » 

evadit Arctg ^^^^^^ = jtw + m ; itidem est Arctg ((0)) =s Ä'», 

uVi numeri integri k' ita determinandi sunt, ut problemafi 8a- 
tisfiat. Sit »>0{>O; patet, esse »>fi, i7ca6>iS»>0 vei 
«>ii + (it— ife')*>Of unde ä — Ai'=0 atque ideo 

■ 

5a =iii6 Arctg (2) 



•I 



Arctg ^^p^ idem est atque u, Quaude est a>9r« üacile appa- 
ret esse 

Tlaeü Will, 30 
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Sit jam ß— alü aneulo, qui coüditioui 7t>ß>a satisfacit; eoden 
attj^ue aotea modo eriiitur 

a tzß 

Sß = kab Arctg — j-» 

atqae ideo 

iS^-«»=4«6Urctg^-Arctg^U (3) 

qaae aeqnatio aoppeditat superficiem «ectoris, qai dnobus radiis 
vectoribos e centro docö» inciuditur, qaando neuter angulonim mter 
pMitivam a» majorb partem et radios vectofes doo« rcctos Mpmt 

.Tani quaen potest, quibiis valoribus angulorum «, ß Ule SMtor 
quartae Ellip^^is parü adaequet. Quod ut inveniatur, in (3) sab- 
stitnamiis \nab pro Sß - Ä«, unde ontur aeqaatio 



Secnndiiiii ea* qnae «upia dicta saat de aigoo Arctg, baec aequatio 
tranait io 

^^a^igatgß=0» vel tgatgß=— ^» (c) 

qaae est telatio cognita inter angulos, quos bioae diaraetri con 
jDgafae cum eadem axia parte faciunt. Hioc jam colligitur boc 
tbeorema: diametfi conjogatae ElUpaia la quattuer par- 
tea aeqnalea diyiduat 

II. . 

Qnamquam pTobabile non videtur, quaerat fortasse qni^, sintna 
arcoa, qaoa diametri conjugatae absciudunt, ioter ae aequales 
necoe. In formula igitur cogolta 

robatituantur ex (1) valofe« ipaioa i*, Tum habebimm 
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obi est et hi angnli aequatione (e) conjunctL Ut arco«, qiios 
diametri conjugatae abacindont, «int aequales pro omnibiis anga- 
loroni ß valoribna, qui aeqaationi (c) aatisfaciant, neeease est, 
Sit ff couatana pro ejuamodi valoribus aiigulorum «, j3. Assumto 

ds 

igitar er Tariabili independente, ^ identice =sOpostelliiiiDatioBem 
ipsius ß eaae oportet. Jain si pooitur 

evadit 

ubi /^(^; et ^ io a ope aequationis (c) expriraendae sunt. Ita üt 

dß a%'^ g^Sin^fy^- ^^^ros^« 

<fo~o«Sin««-|-^^Co8»a' ii6(a«Sio«« + 6*Co8»«>< 



atque ideo 



ifa^ (a« 5iD «a + 6^ Cos 



Quia ^ ooa eat identlee =0» arcua, de quibua agititr» aeqna- 

ies non Funt, quamobrem exquirendum est, Dum maximuin et mi* 
niiuuiu admittant. Ejusmodi valores ipsius a in%eiiieulur poneudo 

^=0, mide 

Coa«=»± 



Bepetita dlfferentiationo etacet, arcitfii eaae ffiazlniuiii pro sq* 

periore, minimum pro inferiore ipsius avalore. Hoc casu quoque eat 

oode sequitur, non modo nt diametri conjugatae aequalea peri« 
pherlam Ellipaia dividant in partes magis inaequales quam aliae 
qaaecanqoe diametri conjugatae, sed etiam nt ex bis arcnbaa ille 
•it laaxlniiia, qui ab axi minori aacator, iUe antem minisina» qoem 
aeeat axia major« 



30 
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Lindman: Oösertala quueüam de Ellipsi. 



HL 

Qnoniam de sectoribus elÜpticis agitar, qnaeramus quoque. 
qaenmam valorem anguloa a habere debet» ot sector Sa per onb- 
natam poncti arcus extremi et per chordain arcus In doas parte« 
aeqoalea dividatur. Utroque caeu dimidiam sectoria eat triangt* 
lum. Prins triangalum est reetangaluiD, cujus hypotenuaa est =r 
et angalus ordinatae oppositus =ef. Superficies (= T) isjitur hojuB 
trianguii est ^i^r'^iSlnoCosa, vei valore ipsius ex (I) äubstUuto, 

y fl^Ä' Sin ci Cos a 



Quia r=i<$a erit» invenimaa 

Aising C os« A 4 atanga 

quae aequatio« posUo Arctg^^y^=^, abU in 

tff Ii; 

Eadem aequatio apud Eulerum*) occurrit et invenU 

unde « facillime iiiTeniri potest 

Abscissa puiicti, iii quo r secat EUipsiii« est • 

= r Cos tt = 77========^^==^ = a t os^ 

▼el ab axi minore independena» nnde colligitur, eani ejusdem esse 
magnitudinis^ dummodo azia major ait =2a. 

Casu posteriore est T —Utr S\nu* et quia erit T=^Sa9 
stUuto valore ipsius r, habebimus 

2g Sin« ^ ctgcg 

Posito Arctg^-^^=:o, iovenitur 2SiDo»=:a} vei« «9=2^ lacto« 



•) Introdurtio in Anal, infin. Tom. II. Cap. \XII. Probl. II» 
Cfr. quoque Cagooli, Trigonometrie. Pari« 1786. pag. 218. 
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Haec aequatio eadein est atque antea, et Euterus ejosmodi 
prohlenia de circuto solveos ad eam pervenit. Abscissa puncti, 
io quo r EUlpsin secat, niine est saCo««» atque ideo ab azi 
minore aoo pendet. 

Quuni haec problemata de circnlo solvuntiir, inveiiitur ct = '^ 
et flri=:2i/; resipective. PerpPTidirnlo deinde a puncto extremo unius 
radioriim, qin sectorein iricludiint, ad aiterum ducto EUipsique 
saper hutic radiuni ut semiaxem majorem descripta, punctum, 
io qao perpendiculum EHip«io secat, idem plaae eat« quod in hw 
probleroatia quaeritur*). » 



XXVI. 

Adnotationes quaedam de variis locis hujus Arohivi. 

Aoetore 

D». a K Lindman, 
Lect. Streogo. 



Tomo XIX. legitur dissertatio D'. Schulze de integralibos 
•ilipticia in series evolveodis. Auetor ipse docet, diaaertatioiieni 
suam in Tomo I. relegendara esse. Quod quum facerem, haec 
verba imreni: „es sei ferner vorgelebt das sieb nicht direct in- 

tegriren lassende Üiffereotial \f x -{-'Z yf xdsc ceiV Si senteotia ejus 
est, integrale, nisi forma mutata» inveniri non posse» probe dixisse 
mihi videtur. Ita autem locutus ad ositatum» at opinor, et ?uiga- 
rem loquendl modum orationem suam parum conformaWt: credi- 
derim enim, ea quoque integralia directe esse inventa, qnae sim- 
pKd et inventu facili substitutione reperiontur, qood genus est in« 

tegrale^ de quo agitur. Posito enim V x = z, inveiiitur 



*) leb habe mich beeilt, voritehenden «ohöneo Auf«ati toglelch nach 
■eineiD Empfang noch ta dietem Befte abdroekea in la«teii, weil er eiaeo 
Um TOD mir in de» AufWtse Nr, XXI. behandelten Gegeattande gaas nahe 
▼erwaaitea Gegeaataad betrifft II* anten oater den H iiccinea. Q* 
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} 



» moHa alia eadenqve moito geeeraliorm uiegraii 

EniniTero hitesrale 




I cogmta« exbibere licet, dommodo ejusmodi 6t»ch 

ibilU 2 «abj«titaatnr pro V «x ot quantHa« «1 

stpri^ ^ ' ^* -f Bz •{ ^' matetar. SimplicUsimam 

pooere 

qao facto CTadit 

J = 2a-lfzdz V<is« + « + 6a — 

Haec ratio tarn 2»iniplex tamque facilU est, at omnino in 
ooo Tideatar, cni in libris de elementis Calcoli integralis bei 
detar, nisi forte res ip^a simplicior jadieanda est, qaan ctja 
explicatio praeceptis iiHis egeat. Fraeterea patet, rationem pr» 
positam usui esse posi»e, quiim faoctiones sub sigois radicaliki 
sint secundi grada». Enimvero postquani alia variabilis introdocb 
est, ita ui radicalis inferior rationalis evadat. obtioetur fuDcii 
bojas forniae 

(f(z) est functio quaedam rationalis), cujus integrale per fanctioo^ 
ellipticas exprimi potest. Quoniani vero baec ratio ad calcultn 
longum et raolestum ducit, ooo nihil interesse mibi vi^uni 
examinare, num ille calculu9 uniqaam evitari possit, et reperii' 
fieri si in 



est 

(az* + 6x + c)* — {ax^ + ^»2^ + y) = quadrato vel = (y/ur« -|- nx \ffy 

\\h\ determinandae sunt quantitates m , 7t , p. Coefflcientihus can» 
dem dignitatum ipsiuH x comparandis babebimus aequationes 

Aequatio prima et secunda suppeditat m = 4:a, ii=4:6i 
ultima docet quantitatem c^>y esse debere. Deinde invenitar 
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et prodmt aequatSunes conditionis 

coDstaDtes «atitlacere d«beDt. Tan fit 



Tomi II pag. 122. seqq. Dr. Rädel 1, ßerolioeosU, «oliittoiiM 

dedit oumericani aequationis 

^=:(l+ar)«(l+.Äa:), 

quaiido est .t= fraetioiä atlmodum parvae et ^><1. Ratio quidein 
ejus elegans est et cumriioda ; at postquam dussertatioDem e^uam 
edidit, alia ratio, cujus lieneficio aequatioues hujusmodi omnes 
solvi possunt, data est a ciaro illo viro, cujus ingenio fecundis- 
simo tarn multa debet Matbesis. Eiiiiuvero abhiac paucis anoia 
1I|WM Gauss (Beiträge zur Theorie der algebraisch. Glei- 
ch angen. Güttingen 1849. p. 15.) protulit luethodam quandam In« 
directam reperiendi radices omoM manium aeqnationum trinamialiani» 
b ^aarum formam aequation^iD, de qua nanc agitar» facilllme mn- 
tare licet. Posito enim x=y — l, invenitnr 

in qua praeterea aequatione solveiida ex methodn III"** Gauss 
neque 6 < 1 neque y pauUo tautuiu unitate majorem ponere opus est. 



Tonil XX p. 247. fegitur obser?atum quoddam Profeeaoria 
Wolfers de inveuiendo integraÜ 

EnUrus posuit 



nbi est : functio qiiaedam indeterminata ipsius x. DifferentiatloDe 
invenitnr aequatio diilerentiaiis 



f 
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, CK »fpui n» - .o.s4!erenir. * Ctti"* Wülfers 

J dirente mvenit, t'anr » z mm inrroiiiicta- V< 

andam arfoitror, ki «faod ^cillimn «b^k nesotia (Ken p«Ce»t 



V 




1=1— i(l+x)«-» (*=C 



•'=1+5-*' 



e qno integrale ah Enlero dataai prcxilt, posito 1- — Q 



'11« 



XXVII. 

De aliquot integralibos definitis. 

Aactorc 

"-•^ ly-. d p. Lindman^ , 

*' Lcct Strenga. 



Tomo XVI. pag. 53. hajas Archivi Professor Di enger, motsi 
acQS magoeticae exquirens, pervenit ad integrale 



t/ ST Sina — Siny 



I» quo tameo nlteriii« I. c, ireniari «i non placnit. Hoc integrale 
mihi contigit ad fuDctionem ellipticam transformare, ita ut se<|uitur. 

Frimum patet wtegraie quaesitm ab formnlani aotbaimam 

• • k ' 

m duo diajuDgi poeaa, nade fit 

Substituto 71 — a pro a inveoitar 

/^-^ da ss_/*^ ^ <i« 



Slny 

atque ideo 



n 



V^Siaa*-8iay* 
Si pamusrlmas Sin^sa» Sin«=iur, bababimoa 

da= T7^ — V^Sina— Siny= VäVx — 1 • 

Ad limitea ,a=:y, "=5 laapaadent resp. limites a:=l, a; = i, 
quamobreni ,«Fadit 

Postqnam integrale ad hanc formam reductum est, liquet, id per 
functlütiem ellipticam expriuü poääe. Ut hanc iuDctionem iaveni- 
rem 9 primum posui • >* 

■ 

4 Fi ' 1 

QoaDiain est jr=sU pra. arsl et ~—\ pro «sj» ^ 

▼ealtnr 
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•intrtfp'vsc )n .fi» »i.. >i j^^u. 

ffiflini4%i)« «/ A / /l — 



Factorc diajuDcto positoqae y = r^ 

^ 4 /»t rf. 



1 



Jam «i iotroducamu« 8iny pro a, babebimas 

fix 



J 



V l + Siny J 



I 



vel beneBcio fürmularum 

l + Siny=2Cos*(|— |). 
l_Siny_ /-^t y\ 

TKf-2-) " V^(l-^)(l+x~»tg>^(f-|)) 

Posito deDique z = Co8 9>, habebinius 
f 



Cos^i 



Quoniam est 9 = 0, si x=l, et 9 = 2 » 2 = 0,* iimitibc 
▼•rsis , prodit 
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Tomo iV. pag. 316. seqq. Gel"« Schlu milch eleganter, ut eolet» 
demonstravit, qoanto ad tntei^ralia deßnita cogDOiiceiida sit nani» 
ea in alia arctiorum liniitttni dividere. Inter eiempla, qulbua me* 
thodom aoani illostravit, eet qnoque integrale 

<|aod beoeficio methodi auae reperit eaae aequale iotegcali 



Integrale (1) postea Tom. VII. pag. 101. inter „Uebungsaafgaben** 
ad inveniendum proposuit. Quoniani mihi exc'uh^rat, integrale (J) 
Tom. IV. jam tractatuni fuisse, proprio iVJarte id reperire conatus 
suro. Ilationem meani hic proferre liceat, quia paullo ainipUcioK 
ratione Cel* Scblömiicb videtur. 

loiegcali (1) per J designato poaitaque tg9 = ^, invenltnr 

o 

Ope fonnulae notlaaimae 

Ift q«a oilltar melbodoa Gel' SebUmilcb» evadal 
1 

Sabatitnendo pro x fit 

SB 

I O 

Jam ambo ipsius / termini eosdero habeot Uraltes» quamobrem 
in unum contrahi posaunt fizsistente praeterea 



j 

/ 
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\ . X 1 



iDvenimus 



iS9 
dt 



FuDctio l^j-^^^ ^^1^ Seriem coDFCj'gentem.evolvi potest, dum- 

modo sit l>ar> — 1. iJiiTa igitur liroes snperior integralis quae- 
siti est =1, caute tractaodum est integrale. Itaque ponamus 



.f = lim 2 ^"1 — I 



Jam est 



1 ••♦ 



I ( r^) = 2U + ^+ -3- + etc. >. ürubininr; : 
atque ideo w^iioitfcil .« 

unde denique invenitar * ' . • • • 

J=4|l + 3^ + gä + etc.|. 
Eulerus vero demonstravit (Introd. in Anal, io fin. Tom. L 



7Ü« 



§. 175.), summam tenninorum inter uncos esse Itaque est 



0 
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Integration der Gleichung 

Vo« 

.Herrn Simon Spitzer ^ 
PrWaCdocenlcn der Mathemstib am Ic. k. pol^rtechnicclien laitilote aa Wien« 



Ich führe, den ^on P fa f f ▼orgezeichaeten Weg befolgend, in 
die ▼«rgelegte Gleicliung fär Xf 9 und Functionen ein von x 
und dreien neuen Variablen Oi» o^, mittelst Substitutionen, die 
sich ergeben als Auflösung nachfolgender Differentialgleichungen: 

(00) +(01)^^ +(02) + (03) ^ jur. 

(10) +(11)^ + (12)^ +(13) ^' =NXr, . 

(20)+(2i)^ +(22)?^»+(23)^^=iyrak. 

(30) + (31) + (32) ^» + (33) ^ =iVA, . 
in denen N eine Hülfsgrüssoj 

reepective die GrSssea 

X^i X^f X^y X »A iJoTu^^ 

beseicbneD« und 



/ 
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454 Spitzer: Integration der Gleichung 

ist; Bezeichnunfijsweisen, welche von Jacobi eingeführt sind, wie 
man im zweiten Bande von Cr eile's Journal ersehen kann. 

Der Zweck dieser zu machenden Substitutionen ist, die Glei- 
chung (1) auf die Form 

(2) Aidüi ■{- A^da<i ■{- A^da^ = 0 

zu bringen, unter Ai^ A^, A^ Functionen von a^,a^ verstandeo. 

In dem speciellen, uns vorliegenden Beispiele hat man: 

(03) = ^^— —=—1, 
: • . .V ,;- (12) = ^-^-^^=!, ' : 

nrii^'bd.^9WnBi(13)=?^l-|55==0. f <«'*«öl ■ 

und folglich sind unsere vier Gleichungen , ans denen 
bestimmt werden sollen, folgende: 



9x 



(3) 



Durch Addition der ersten und dritten ergibt sich : 

iV(xi+a-8) = 0; 
und durch Addition der zweiten und vierten: 
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Beiden genügt man ai^o lür 
(4) JTsBtl 

Setzt man diesen erth tob 3' in die Gleiclmniten (3), «m^ erV»?*lf 



woran« Mk 

ergibt, die hod nlelit binf«ielieii tur Bestlmniiifig von «|» anil Jri* 

Wir Heben also, daj;s kos liirr dor rm\ Pfaff gelohrto Wog 
nicht ganz zum gefrü*nsrht<'ii Zi» liihrt, aus dorn (Jrundo u;nn» 
lieb» weil au« den ?ier Uleicbungen (3) nicbt dio vier GrüM«li 

N, jTjt •i'j 
liestiiniiit werden können. 

Ich verfahre nun, um die Gleichung (1) xu lntf»grlri»h , f«düon- 
derriiaassen : Ith ^uhstittiire in <l<>rs<>nioit eiriNlu vilon blu«» «Uli 
X| und die aus (5) folgenden VVerthe» nttmllcbi 

a>i ond als nene Variable betrachtet, und erhalte dadurch 

Jetzt ist noch fÖr a-^ e'um «oiche Fundion von a, a^, a^, lu 
sabstitairen, auf dass diese Gleichung die l orni 

anoimrat and fo^ich identisch aof OssO führt, wenn man tfn d^ 
ab C nna t an l eo aneiebt. 

Unter dieser Voraussetzung al#o, nämlicb, da#0 man Of • ^i« «v, 
i\& C<-üÄtanteD aoaieht, »oll für ein schicklich gew'ihhft« s\\n 
Function von x die Gleichung fO) identi.«icb auf 0~0 fflhf«n; die 
(Q iat aber unter Vorauaeetzong conatanter und t$^i 
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; Integral, der Gleich. Tidx-\-x^dx^-{-x^dx^-\-xdx^^(i. 
(ai + 2^3) rfar + (<f, + 2a:) = 0, 

und diess gibt: 
woraus 

folgt. Führt man diesen Werth von x^ in (6) ein , Oi, und O] 
als Variable ansehend, so hat man nach gehuriger Reduction: 

(7) a^düi da^=-Q, 
Wenn man daher in 

(1) Xi dx + x^dxi + x^ dx^ + xdx^ = 0 

die Substitutionen 

(8) ^ X2 = a2-i-x, 

03 — OiX tii- 



macht, so geht dieselbe über in 



• I 



< • I • 



i';(7j. s l.. .«..,^. ..... ' a^dai-\-da^=0. 

Da nun ferner aus (8): 



flfj = — ^3 * «2 = — X, 03 = araTj -f ar^x^ 

folgt, so kann man die Gleichung (7) und folglich auch die Glei- 
chung (1) so schreiben : 

- Ii 

(x2 — x)d {xi — 0:3) + d ( xxi + 0:20:3) = 0 , 
woraus man sieht^ dass der vorgelegten Gleichung genügt wird iiir 

Xi X^ = Ci » XX^ -f-OTjOrs— C*2j 

unter Ci und C2 willkührliche Constanten verstanden. 

Ganz auf dieselbe Weise lässt sich auch die Gleichung 

Xi dx-{-X2,dXi -\-X3dX2 +0'2n-2rfo:2Ti— 3 •h3!^n—idxQn^^-i-xdxtn''i^ 

j . i. i'ivi »' 1 . . ... '..1 , 

behanaeln«} (i- » 1. ,i> ..... 
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IV. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene so 
zu legen, das» der durch dieselbe gebildete AbacJiDiU 
eiaer Oberfläche ein Mioimnin wird. 

Die zweite dieser Aui^aben ertordert die Bestimmuog vou 
J f{x)dx, die vierte die von fff{x,y)dxdy. 

Ich gebe hier die Auflueung der ersten dieser Anfgabeo. 

Darch einen in der Ebene einer euenen Curve gegebe- 
aeo Punkt die kleinste Sehne in derselben sn siehen. 

Der Punkt sei 
die CiiTve 

Aaflösun!^. Gleichung einer geraden Linie ist 7; =r a| -f- 
natürlich alle Goordinaten auf dasselbe Coordinatensystem bezogen. 

Damit die s^erade Linie durch den Punkt (d;', y') gehe« muss 
auch ^'ssduff' -h fi stattfinden, foli^lich ist 

(1) 12 = 

itieichung der durch den Punkt {x' y y') gehenden geraden Linie. 

iSebne einer C^urve ist das Stück einer dieselbe schneiden- 
den Geraden, das zwischen zwei DurchschnKtspnnkten liegt. 
mass also unsere gerade Linie, damit sie In der gegebenen Cnrrla 
eine Sehne bilde, zwei Punkte mit dieser gemein haben, filr 
welche Durchscbnittspunkte die beiden Gleichungen 

y — y'z:^a(x —x') und y=.f{x) 

Goexistlren müssen. Aus der ersten derselben ergiebt sieii 
ys^y + y), folglich 

(2) f{x)=y' -x'), 

woraus sich» wenn die Curve vom zweiten Grade ist, die Coordi- 
naten (^1 » yi) und (^9, y^ zweier Durchschnittspunkte als Fmic- 
tloneo von a bestimmen lassen. 

Bezeichnen wir die Länge der Sehne mit u, so ist 

(3) u—W {ai (^^a? 
so dass also t( = F(a) sein wird. 
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^eier die kiehute Sekne, die Siek dmwxk eimen 01 



rentiation von u nach a, welchem bekanntlich die 
Tangente iJes Winkel« be<ieatet, den die Gerade 
— eoaxe bildet, wird man das M'mimam der Sehne b 

le Carve sei ein Kreis j:*-f-y*=r*. 

Wir haben also aus den beiden Gleichuogen 
3f=y'+«(a: — x*) und j:*-f^*=r* 

^schnitt»puii^te zo bestimmen. 

(1 + ««) o:«— '2a (or' - y ) j: + (aar' - y )2 — = 0, 



= 0, 



(5) ^ /v: folglich , 

Die Coordinaten der beiden Durcbschnittspunkte unserer durcb 
den Punkt (x' , y') gezogenen Geraden mit dem Kreise sind also 

lül ,n9(Ud in'^mf»- t*» p.. . ^ » Vi Wirt if« l .r .. s 

liir den einen: 

■ l =rrii -3'') <- Vi^i+«*)-(«x'-yys], 

f yi = - («^' -y') + rf 2/') + V l + ci'^)-{^ax'-y'f] ; 

-IbiDoO »ib 9bisi;> »iföT den anderen:, ^ib 

'^« = TT^f"^'^'~3'')-Vr«(I+a»)-(ax'-y)2]. 

Demnach haben wir nach Gleichung (3) : ('^)'^ = ««'-^^ 
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4 fax' — 

und 



(7) 



Indem wir da« doppelte Vorzeiebeo wegtoseen IcSnneDy da €b uns 
hier nur auf die Länge» nicht aber auf die Riditong der Sebae 

aiilcommt. 

Damit die Sehne u flber,baupt mSgttob und nicht etwa imag^ 
nSr vrerdo, ninas 



aeia. 



§. 3. 

Wir haben nun zu differentilren. Aua Gleichung (6) ergiebt al 



folglich 

(9) 



du 2(«a?^ — y ) {ay' -t- arQ 
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Note über die ^ammenforme! 



f MO.« ,^-^» B (m - 1 ) (m ^ 2) A» 

^ o:«-!-^ 172 . 374 *^ + • " 

Von 

Herrn Simon Spititr^ 
PkiTBtdoc. der Matlieniatik am 1c. Ii. polytechnitchen Inttitate zu. Wiea. 



1d der Gleichung (1) stellt C eine willkübriicbe Gonstante vor» 
oder eine solche periodische Function von o?, welche die Eigen* 
9ebaft besitzt, ungeändert 2:11 bleiben, weon a: um h wächst; -fer* 
ner sind ßif B^f.*»* die bekannten Bern ou Iii' achen Zahlen» 

leb habe gefunden, daeasich die l>ieicbung (1) auch so acbrei- 
ben lasse: 

«i(«-l)(m-ä)(m-3)(iii-4)AM. , A 

wo C dieselbe Bedeutung hat, wie in der Gleichung (1), und wo 
Ai, A%» Zahlen sind, deren Werth eicli aua der Auflösung 

folgender Gleichungen eigibt: 

Theil XXUI. 31 
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(3) 



SpU%«r: HM» <*er äte ammunl^rmtt 

1! + 31 +51-*^' 

^»4.^3 i4lx i— n 
II +31 "^^ 5! +7!-^"' 

If + 3! + 5f + 7!+9f"""' 

Der Beweis ist sehr einfach. Nimmt man nämlicb von bei« 
il«n Seiten der Gleichung (2) die endlichen Differenzen, so bat man: 

a 



eder 



= ^jp[(ar+2)'»+'-(a^-2)'"+']+-^i-[(a;+2)°-'-(x-jjr-"] 

EnMekelt man die in der eckigen Klammer stehenden Auedracke» 
80 bat inaos 



, m(m— l)(m— 2)(ii»-3)(iii— 4)AMj f /«— 5\ .* 

+— w— U 1 j'^-'-'i 
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und da diese Gleicbuog oor identisch Atatt finden «oU« so iniiss 
erstens 

sein, ferner niuss der Coelücient einer jeden Potenz von x för 
sich verschwinden. Die Gleichun«; (4) findet wirklic Ii statt; uas fer- 
ner den mit x^—"^ niultiplicirten Coeläcienteu betrifft, so ist derselbe: 

iit(iii-JL)( m — 2)A»^ 3 /m - 3 \ 
oder anders geschrieiten: 

ond istt in Folge der Gleichungen (3), gleich JNall. 

Die in dieser Rechnung auftr^enden Zahlen J^, A^^*»,^ 
ersclufrineh in der Analysis aach noch bei andern Oelegenheiteik* 
8o M a. B. 

cosec X = \ — Aix + A^x* — ^lair^+iiyx^ — 

Denn schreibt man diese Gleichung in folgender Form: 

11 

^ft a,T ^s«*+^T«^-- • .... 

0O hat man, wenn iban Iieiderseits mit dem Nenner des ersten 
TMts der GleichuDg multiplidrt: 

^ 3i 
+ 7! 







1 ) 


1 


) 




■"31 


) 31 


ar* 3! / 








■ 
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1 1 






7! ; 
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; Veber die kteitiste Sehne, die sich durch einen in der 

ist, weil die Coefficienten von .r*, or*, x^, a:*,.... 
I ileicbungen (3) sämmtlich Null sind. 

Aus dieser Analyse folgen auch die nierkwürdigen Gleichungen: 

h 



m 9.r. 



4 Z2;2r+i = C + '^{x^ -hx \- 



Ueber die kleinste Sehne, die sich durch einen in der 
Ebene einer ebenen Curve gegebenen Punkt in der- 

selben ziehen lässt. * 

Herrn Dr. G. Emsmann, 
Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Frankfurt a. d. O. 

._r.,r-- - ~'"^^\ 

Durch eine geometrische Untersuchung, die ich vor elDiger 
Zeit anstellte, veranlasst, legte ich mir folgende Aufgaben vor: 



I. Durch einen in der Ebene einer ebenen Cuitc 
gegebenen Punkt die kleinste Sehne in derselben za 
«iehen. | \ ^ j \ , 

II. Durch einen in der Ebene einer ebenen Curve 
gegebenen Punkt eine Sehne so zu zieheo« dass der 
sebil dete Abschnitt ein Minimum wird. ^.s 

III. Durch einen gegebenen Punkt die kleinste 
Seboe io einer Oberfläche zu ziehen. 

•/e 



Etene einer ekelten Curee pegeb, Fynkt in äerseiäen ziehen läset* 46B 

des Durchnessers. Es kann also eigentlick hier von einer 
kleinsten Sehne nicht die Rede sein» da sie alle gleich gross 
sind und eben so gut grSsste genannt werden können» und in 
der That ergiebt die Rechnung für diesen Fall « = 2r auch als 
Maximum der Sehne. 

Der gegebene Punkt {x' , y') liege aul der AAxe, dX&a a:' —x' 
und ^' = 0, dann i«t 

— £! _ 

so lange x' positiv, aber a=:-|-OD, so lauge x' oegati?, d. h. 
9>'=:270o oder DU», und 

(17) i<=2 V r»— a?'a=2 V (r 4- x' jij^x^). 

Die Goordinatenazen kSnuen aber, ohne die Gleichung des 
Kreises zu ftndern, jede beliebige Lage haben» wenn sie nur 
ihren Anfangspunkt im Mittelpunkte behalten und recbtvrJnkelig 

bleiben; daher können wir. weil wir jedesmal den durch den ge- 
l^ebenen i^uiikt gezogenen Durchmesser zur A Axe üclinicn können, 
aus Gleichung (17) den bekannten Kreis^iit/, herleiten : Die halbe 
kleinste Sehne, die sich d u r c Ii einen e g e b e n e n Punkt 
im Kreise ziehen lässt, ist die mittlere Proportionale 
aus der Summe und aus der niffncnz des Halhmessers 
und der Entfernung des gegebenen Punktes vom Mit- 
telpunkte. 
• 

S- kann aber auch Null werden» wenn 
a 

du 

h) der Nennet in dem Werthe fiir ^ uDendlicb wird.« 

' (ja 



V (tue* ^yi)'^ 
r^— ssQP, Dieser Ausdruck kann aber 

(9t jedes b^febige und ^ nur oe werden» wenn tt=CD, also 

tg (p = 00 ist, d. h. wenn die Sehne einen Winkel von 90** mit 
der AAxe bildet, und wir wissen schon, dass dann die Seboe 

ti=;2V^ f^—x'^ ein Minimum ist. 

FOr «=oc wird nach Gleichung (9) wirklich 

rr==— -111—7===:^— =——«===--0 u. nach Gl. (10) $-5=+— =-Hfc 
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ms mann: (eber die kleinste Sehnt*, etc. 



.3t noch f^^Qc za untersuchen. 

II konnte eintreten, wenn entweder der Zähler % 
oder fler INenner 0 wird. 

Der Zähler kann aber nur oc werden für jedes beliebise 
(^» yO» wenn a=Qo wird, wofür in §. 6. die weitere Untersuchung 

schon angestellt ist, welche ergeben hat, dass dann ^ nicht i, 
sondern 0 wird. 

Der Nenner kann 0 werden, entweder wenn (1 -f a2^^=0, 
alflir) ä=: 4: V — 1, d. h. tgcp imaginär wurde, was nicht möglich; 

oder wenn - -j:^^« =0, aW ^^^^i^aCry+r V x'^\y"^-A' 

Dieser Werth von « ist nur dann reell, wenn x'^-\-y*^^r^, Ist 

x'^\y'^^r'^, also o:'«— r2=— j^'«, dann ist a=-^-5=— -^=--, 



was unser schon gefundenes IVlininiuni giebt, aber nur für den 
Fall, dass der gegebene Punkt auf der Peripherie liegt. j. 

Ist x**^ \ y^'^^^, d.' I). liegt* der gegebene Punkt ausserhalb 
des Kreises, so wird die Sehne ?/ = 0 nach Gleichung: (7). Im 
ihre Richtung zu bestiainien, wollen wir die A^Axe durch den g^ 

gebenen Punkt legen, so. dass of = J: — j.'2_y2 — = i y — ^ 

wird. Bezeichnen wir die beiden durch den gegebenen Punkt an 
den Kreis gezogenen Tangenten zwischen dem gegebenen Punkte 

und ihren Berührungspunkten mit so ist o:'^ — r^^^i^ ako 
«=-|-- = tgqp. Der Winkel g? hat demnach zwei Werthe; setz« 

wir den einen (p, so ist der andere 180^— <p, und die beiden 
vom gegebenen Punkte an den Kreis gezogenen Tao* 
genten sind es, welche die kleinste durch den Puokt 
gehende Sehne m=0 mit dem Kreise bilden.^jj^ ax/ / 



Für die Ellipse ^+|^=l wird 



I 



» 

Setzt man in diesem Ausdrucke für den ZShler gleich Null, 
HO erbftit man eine Gleichung ironi vierten Grade für ft. 



Uebuagsftuignben für Schüler* 



4> 

Von Herrn Lector Lind in an in Strengnas in Scli^reden. 

1. Sl tres clrcuü extra se mutuo tangentea dati annt, tan- 
gente« rectae per puncta contactua ductae in unom idemqtie pnnc* 
tum conveoient, quod eat centrum circuli inacripti ejua trianguH, 
cnjus laferibua centra triuni cireuloram conjoncta aant. 

2« Demonatraie formtdam integralem 

(Z'(ii) ex notatione C Legendre = ^'^V 

3b InveoiFe integrale aeqaationia diflereatialia 

y^D^y ■= D^y\ 

i, Sit /9= angnio inter axem et generatrieem quamcunque 
coni recti; invenire areum aectoria cir/ßnlarta (radioa = generatrici)]» 
cujus fiuperficiea ait ssaoperficiei coni convexae. 4 
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473 ßiBätmgimfta^ fßr Sektf^r. 

5. Demonstrare formulaa iotcgrales 

n 

y * V^dv= ^ 1 j + KVä - 1) j , 

9 

n 

J ^ V ccTt ^ '^9>= i I + U V 2~ + 1) I • 

6. Cylindrus aut Conus rectos datua dato piano secalnr; 
parlia abadasae volumea ioyenire. 



Von deni Uerauagebrr. 

Das Quadrat der Grösse 

aaf die Form 

- (^"H/H^"*) + + 21')* 

aa briagan. 



Sata TOB Herrn Oskar Werner, Lehrer der Matheinatik sa Dreedea 

Slad iti'y fl^» «^»....««1, mWurzaln dar Gleicbang 
^r» + Ja;»-* + ^««-2+ Cicn-3+ ....=0, 
ao werden die ^brigeo n — mWarxelo dnrcb dte GlaicbuDg 

+ d[«i ..... «n) 1 c--hfti , ....«iid.'fii ^(«1 • ... «i^ 
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Vitr «= — ^ wird der Nenner toh ^ xu: 
sr da 

■ t 4 k 

ee ist dies ein Ausdruck, der nur Mull werden kann» wenn 
j^=^^-f*y*« wenn der gegebene Punkt auf der Pe* 

ripherie liegt. Es wird also auch für a = — -7 eutschieden 

^=0, 80 lauge der gegebene Punkt uicbt auf der Peripherie 
des Kreises liegt 

Liegt aiiej* der gegebene Punkt auf der Periplierie, 00 wird, 

^ du 0 

wenn 0==—^ bt, dann g^=g* waliren Werth dieses 

Aosdruckes xu finden, differentiireu wir sowohl die Function im 
2)Sblers als auch die im Nenner jede für sich nach und erhalten: 

(13) -2 [(aa^-^y0y4-(i^y4-.T0y] • 



eineni Ansdrueky der ßlr aa^'^ an 

2/ to t tV\ : .\ tt ; i .,is r> 
(^^ f y 

und» endlich noch x"^ y'^z=.r^ eingesetzt, zu 

Ö'^^Ö* * 

also wieder anbestimmt wird. 

Wir iiiüssen daher Zähler und Nenner des Ausdrucks in fl3) 

ebenfalls einzeln nach a diflerentiiren, und erhalten dadurch im 

Zähler 4a:' y' , also einen von a unabhängigen Auadruck ; der Nen- 

,,. ■ . . 

ner wird pin Ausdruck, der, für ai^ — ~r und dhnn 4?^-f y'^=rr* 

0 

gesetzt, wieder Glieder von der Form q enthält, so dass wir also 
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488 Em t mann: Veber die UHn$te Sekne, die sich durch einen in der 



dorcb dep Punkt gezogenen Durchmesser senkrecht 
steht, die kleinste. 



§. 5. >t 
f. 

Wir wollen jetzt einige besondere Lagen des gegebenen Punk- 
tes (x'y y') in Betrachtung ziehen. 

Nach (8) wird ti imaginär, wenn i 3 — • 

Was das Mazimuro der Sehne betrifft, so ist sein Werth 
2r von der Lage des Punktes {x\ if) unabhängig; es wird mit- 
hin stets eine grosste Sehne geben, der Punkt mag innerhalb 
oder ausserhalb de.«« Kreises oder auf seiner Peripherie liegen. 
Es ergiebt sich dies auch aus dem obigen Ausdruck für r^, dem 

da hier a = —, ist, so niüsste, wenn diese Sehne imaginär wer- | 
den sollte, r*<.0 sein, was unmöglich^^j 

Für das Minimum der Sehne, welches eintritt, wenn *='*y 
Ist, haben wir M = 2V'^r^ — oben gefunden. 

Wenn r*<:r'* + y*, d. h. wenn der gegebene Ponkt 
ausserhalb des Kreises liegt, wird die kleinste Sehne inu- 
ginär, d. h. es kann da von einer kleinsten Sehne gir 
nicht die Rede sein. ■ -^u i*>.»ti 

Ist 1^=0:'*+ y*, d. h. liegt der gegebene Punkt ai' 
der Peripherie, so wird t£=rO, der Kichtung nach aber 
fällt diese kleinste Sehne in die im gegebenen Punkte 
an den Kreis gezogene Tangente, nur dass ihre beideo 
Durchschnittspunkte mit dem Kreise in einen, in dei | 
Berührungspunkt, zusammenfallen. 

Liegt endlich der gegebene Punkt innerhalb dei | 
Kreises, so gilt eben der am Schlüsse des §. 4. angefubrtr 
Lehrsatz in seiner vollen Wahrheit. Fallt hier der gegebent 
Punkt mit dem Mittelpunkte zusammen, ist also x'-^ 
und y = 0, 80 wird ^'»'^ 

x' 0 

a= i= — TT und u=z2r, 

d. h. die Lage der kleinsten Sehne ist in diesem Falle unbestitoDit 
oder ro. a. W. jededurch den Mittel {> unkt gezogene Sehnt 
ist kleinste für denselben, und 
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L'eöungsauf galten für ScÄü4er, 



k 

gefundeoj in welcher C(ai»**«>«m) die Summe der Combioationen 

kier Klasse mit Wiederholungen ans den Elementen «4, tt%9*»**Om» 
jede Combination aU Product aufgelasst, bedeutet 



Vmi Htrm PMltMor Dr* Ilecael sa Matbargb 

Ks ist gegeben der Durchmesser einer Kugel, in deren Ober- 
fläche die acht Eckpunkte eines tod sechs vierseitigeD ebenen 
Flächen begrenzten Körpers liegen. Man soll diesen Körper be- 
stimmen, z. B. durch zwei za einander senkrechte oder graphische 
Projectionen ihn darstellen, wenn er die weiteren Eigenschaften 
haben soll, <Ue in den folgenden einzelnen Aufgaben niher ange- 
geben sind: 

1) Seine neehs Flächen aoilen einander congruent sein. Die- 
jciiigeo zwei Seiten einer Grenzliiche, die in einer Ecke zneam- 
menlaufen, welche von drei nicht gleichen Winkeln eiogeschlosseD 
ist« sollen sich verhalten wie 1 zu 2. 

2) Der Körper soll drei Arten von Flächen haben und zwar 
?on jeder Art zwei, welche einander congruent sind, er soll vier 
Arten von Ecken besitzen, von jeder Art zwei solche, die einan- 
der congruent sind, zwei seiner Flächen sollen einander parallel 
sein, aber die Kantenlinien, welche nicht in diesen beiden Grcs^ 
flächen liegen» seilen keinen Parallelismus darbieten« 

Unter diesen vier Kanten soll eine sich vorfinden« an welcher 
zwei Grenzflächen nnter einem rechten Neigungswinkel sich schnei- 
den. Alle flbrigen Flächenwinkel sollen schiefe sein. 

An einem Ende der rechten Kante ist der eine aidiegende 
GrerizwiiiUel als ein spitziger Winkel gegeben, z.B. -1)0'. Cnter 
den Grenzwinkeln (welche Peripheriewinkel der Gren/fl u heu sind) 
kellen vier rechte Winkel vorkommen, alle übrigen Cjirenz\\ itikel 
aber schief sein. Die Länge der rechten üante lui gegeben, 
z. B. =1 des DuKcbmessers der Kugel. ^ 



Theorenata et Prohlemata. 

Auetore Or«. C. V, Liodmen, Lect. Streogo* 

1. Diagonalibus Paralfelogrammi dati duetis, prodeunt quattuor 
triangula, quorum oranium iatera sunt duo latera ParaUelogrammi 
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et alten diagonal! C««jwige»di8 p fi —i poneftis, «bi al6MI- 
nes boram triangulom cooTeaiaot, invenitur paiailf liigi ■■mm» 
dato acqula. Dciaile cenfris gnrüilis triaagaloniai CMjaBgoidM 
prodit parallelagraBMB dato siaiile et cvja« Utaa eat icrüa pan 
lateria hoaolo|p pafallefograiami daü. Si deaique laterm paraOela- 
gianml dati ia daoa partea aeqoaiea dividaatnr et leclae ia pev^ 
peodiealarea dacantnr per baec paada, prodit paratielogrn»»— 
dato eimilo, qood eat ad datoai =;Cot%r:1, obi aat aafe a l t 
parallelogranaai datL 

2. Qaaeraatar terraini pro^ressionis arithiueticae» na met o et 
aoiBBUL tenainorani atque somiaa eobonim cognitia. (Quomodo 
eligeadae aoot ipiaatitatea incognltae, nt aeqtiatio fioafis tedn 
gradaa eritetar?) 

3. SI tenninus primus pnv,: re>>iiinis ariihtneticae est 
difiTerpritia —d et ouiuerus termiriorum =n et n' , d' . n easdem 
fjuan titates nlferius prosressionis cle.si»nant. snmnm fv }>roducti»- 
rum, quae termioiä ejuadem ürdiuis iuter se niultiplicaiidm oriao* 
tor, est 

^ . a(a — 1) ^ ^ . . n{n~\){1n — \) 
as=£iuiaf4>-^2^-j — '-{m^ -|- a'd) + j-j ^ iW. 

Sia aateai iater se maltiplicatitur temini pro^reaaioais aritlmietieae 
prioria et fermioi eiaadem ordiois progresaioois geometricae» eirjus 
primita tenalaoa eat ^ et ratio ^» aaaiaia prodactontm n termiaa- 
nun est 

^1 ta(,-l)+ A.,-^i,7^1. 

4. Denonatrare formalain 

6. lovenire qoadratnm minimuni, qaod sie constrai poesit. at 
free ex Terticibna angploram ejus in iateribna triangnli aeqatlateri 
dati aita aint« 

6. Determioare or« 2 ex aequationibus 

7. Si aat tg(a-f /3)=3tga, semper aont Sin2(a+/3)» Sin^, 
Sio2e In pregieaaloae aritbmetica vel 

Sin 2(a + + Sin 2« = 2SiD '2ß. 
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MiKeüen. * 47S 

8. Quamqnam superfieiem trianguli sphaerici ratione a Cag« 
noii (Trigon. pag. 201. Paris 1786.) tradita facilUme atqae commo« 
dissime cognoscere licet , iaveotio tamen bujus snperfioiei ope cal* 
culi integralis proponatar. , 

9. Idveiiire radices aequationis 

Cos (« 4- 4^) = Cos « Cos 1fr. 

10. Demonstrare formulam 

11. A puncto ilato lin<3am rectam normalem ad Parabolam 
AppoUoDianani datam ducere. 

12. Enodare proprietates carvae« qoae ad coordioata» ortho- 
gonales rolata cootiDetiir aequatione 



XXXII. 

M i s c e 1 1 e n. 

ScfareibcMi «les Hrn. Direclor SIrehlke in Dam ig an den Hcran«geber. 

Die Seite 473 im viertenHefte XXII. Bandes Ihres Archivs 
erwähnte Ungewtssheit in der Berechnung der Zahl n hat Pro- 
fessor Richter in Elbing .schon Tor mehreren Monaten gehoben. 
Nach zwei verschiedenen Methoden bat er dassellie Resultat er- 
halten, das mit dem Seite 473 des Archivs angegebenen, mit Aus- 
nahme der 331sten, 3328ten und 333sten Decimalstelle übereinstimmt. 
Diese drei Stellen sind nicht 098, souderu 962. Ich möchte aber 
fast bei der gefälligen Bekanntmachung in Ihrem Archive vorschla- 
gen, die ganze Zahl n mit dieser Verbesserung noch einmai vdl^ 
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476 • Hiseellem. 

•tandig abdrucken zu lassen, dwit man doch BMt Bcstuuitheit 
sagen könne, an dieser bestimmten Stelle steht die riciitige Zikl 
bia xur angegebenen Grenze. 

Dan zig, den 211. August 1854. 

Indem ich dem von Herrn Director Strebike aosgcsprocbe- 
nen Wunsche gern enti»precbe, lasse icb die Zahl tc mit der an- 
gegebenen Verbesserung hier unten noch einmal abdrucken. G. 

»=3, 14159 26535 89793 23846 2W33 83279 50288 4191 

69399 37510 58209 74944 59230 75hl64 06*286 20699 86280 

348-25 :W211 70679 82148 08651 32823 06^47 09384 46095 

50582 23172 53594 08128 48111 74502 84102 70193 85211 

05559 64462 29489 54930 38196 442S8 10975 66593 34461 

28475 64823 37867 83165 27120 19091 45618 56692 Zm 

48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273 72458 70066 

06315 58817 48815 20920 96*282 92540 91715 36436 7892 

90360 01133 05305 48820 46652 13H41 46951 94151 \m 



Schreibeo At% Hrn. Director StrehlkeinDanzigan den Herausgeber. 

Sie werden wohl schon bemerkt haben, dass die Seite 474 
des vierten Heftes XXll. Bandes Ihres Ar«:hiv8 von Herrn 
Professor Dr. Wolfers mitgetheilte Formel für die Oberfläche 
des Rotations • Sphäroids auch in KlugeTs mat hematiscbei 
Wurterbuche Tbl. 4. Seite 394 steht«). 

Um diesen Zeilen etwas Positives beizufügen, lege ich eine 
Aufgabe bei, die Hessel im Jahre 1819 einigen seiner Schfilergib. 



*) DeiMD ungeachtet schien et mir aber immer gut, diese Formel, <He 
Herr Professor Woifers nnxweifeihait für sich selbst gefondeo hit, 
wMer in Eriineriing sn briageo. 



I 



Aufgabe. 

E* «eien die positiven Grossen a und b gegebeo ; man setie | 

. «'=!(«+ 6), 

^ * III i! 

6'' = Vä^', 
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ft9A wird aus a^"^ uod ^(")? 



Eis sei 



Ffir arsO, 6=1 ist nz=, 



a:=:6.C0S^» 

o"' =6 .cos 49). cos 4^^, 
b" =6.co849.cos|9» 

2-.ta»g(|) 2..t«g(|) 



9 

2 



Wean o>6, ao wird dorch EloflElbning des Imagioaren 

Für a=ö, 6=4 ist \og^^-^^. 
Füra=6, 6=3 ist log 3= 

D aasig« den 6. Septsmbdr 1864 



Von d»in Heransgelier. 

Ich habe den Aufsatz Nr. XXV!., sogleich asddflm leb ihn 
empfaDgeo, noch in diesem Hefte abdnRken lassen « weil er einen 
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dem von mir in dem Aufsatze Nr. XXI. bebandelten Gegenstande 
ganz nahe yerwandten Gegenstand betrifft. INatürlich war es mir 
interessant, zu untersuchen, ob das von Herrn Lind man gefuD- 
dene Resultat mit dem von mir erhaltenen Ergebnisse überein- 
stimmt oder vielmehr aas demselben sich ableiten lässt, indem 
die von mir gefundene Formel allgemeiner ist. Dass diese lieber- 
einstimmung wirklich Statt findet, will ich hier nachträglich noch 
ganz in der Kurze zeigen. Ich habe für die Ellipse in Bezug 
auf jede zwei conjugirte Durch niessser, die den Winkel 
a einschliessen, auf Seite 392. die folgende Formel erhalten: 



Sect9> = a6sinoArctang^ oder Sectgp =:a6sina Arctang 



1 aii 



Herr Lind man findet nur in Bezug auf die beiden Axen 
der Ellipse auf Seite 441. die Formel 



Sa = ia6Arctang 
d. h. in meinen Zeichen: 



atanga 



o, ^ ... -x" atanggj 
Sect^ = 4a6Arctang — 



Aus meiner vorhergehenden Formel, in welcher für das System 
der beiden Axen der Ellipse a = 90^ zu setzen ist, ergiebt sieb 
fiSr dieses System: 



Sectg) = ab Arctang 



Va — x 
a\x* 



und soll also die/^e meine Formel mit der vorhergehenden Formel 
des Herrn Lectors Lind man übereinstimmen, so muss 



oder 



4/" a-^x fltang y 



2 Arctang 



V a-{-x 



Arctanff 



atangg) 



sein. Um nun zu untersuchen, ob diese Gleichung richtig ist, be- 
merken wir zuvorderst, dassfürdie Axcn ^ = a;tang9), s^lso wegeo 
der Gleichung der Ellipse 



ist, woraus leicht ^== 



ab cos 9 



Sf sin 9)* 4 



folgt. Also ist 



Googl 



iNie^neH. 479 



a + ^ ^ a^tihi 9* -|- 6* cos 9^ 6 cos 9 
and die so vertfieirende Gleichung ist folglich:- 

{ V a^aln <p* + 6* cos w"-^ — b costwlh atan|;q) 

2ArctaDg ^ — ^ =ArctaDff — jr-~ 

i V a^sin^'^H ^^cosy^-i-öcosy J * 

oder • 

( a^isinqp* + 6^ co» (p^ —b cos qp H atangy 

Nun ist aber nach einer bekannten goniometrischen Elementarformel : 

. i \^a*8in ep* + 6*cosm* — b cos op ) « 
tang2Arctang ] -^.^^ ^' 

V g^siny^-hi^^cosy* — 6 cos <p } i 

Sf a^«in qp*-* + O'^cos q)'^ \ 0 cos <p 



j \^ fi''^ 8111 qp^ + l^'^cos — 6 cos y 
V a*«iny* + 6*co8y* + bcosq» 

also» wie man mittelst leichter Rechnung findet: 

f V tt''^t<Hi<p''^ + />'^coj:* qp2 — Äcosqpfi 
ng rc ang j y^^a-in^a + ^^cosy^ + 6 cos y J 

_ {\^ g^siny^-f 6'-cu8»-— ^cosyU a^slnyaf6^cosy^ + 6cosyll 

6 cos y 

«islny atangy 
~6ca6y 6 

welches die zu verificireiule Gleichung war, so dass also zwischen 
den von uns beiden gel'undenen Resultaten in der That völlige 
Uebereinstimmung Statt findet, nar dass die von mir gefundene 
Formel weit allgemeiner pnd des Herrn Lectors Lind man For- 
mel unter derselben als ein besonderer Fall enthalten ist. 

Der Satz, dass jede zwei conjngirte l> un Ii messet 
die Fläche tler Ellipse in vier gleiche Theile einthei- 
len, kommt in unseren beiderseitigen Abhandlungen S. 3U5. und 
S. 4i% woT, und ist von Herrn Lind man« indem er auf die be* 

kannte, zwischen den Winkeln, welche die conjugirten Diameter 
^it demselben Theile einer der beiden Axen einschliessen. Statt 

findende Relation zurücki^eht, auf sehr scheine Weise bewiesen. 
Ich freue mich sehr, bei dieser Untersuchung mit Herrn Lector 
Liodman, der mich zu meiner grüssten Freude schon längst mit 
.niner mir überaus wertiieu Freundi»cbart beehrt hat« so ganz zu- 
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föllig zusammeDgetroifen lu sein, wobei ich nochmals wiederhol 
dass ich zu der von mir angestellten Untersuchung lediglich don 
die von mir im Eingange zu meiner Abhandlunc^ angeführte Stel 
aus Leibnizens Briefen veranlasst worden bin. Herrn Lim 
man's Abhandlung enthält noch viele andere schöne Beroerkoi 

gen (iber die Ellipse, und erlaube ich mir hier, die Leser m 
esonders zu ersuchen > diese schune Abhandlung ja nicht unbi 
achtet zu lassen. i 



Drackfeh.ler. 
Theil XIX. 

Seite 297. Z. 6. statt We^teras setze man Westeräs. ! 
„ 301. „ 9. fehlt (18). I 
„ 304. „ 8.- zwischen „pas" und „Tun" setze mau das Wort oi 

„ 305. „ 7. statt V2744 setze man V2744. 



Theil XXI. 

Seite ]. Z. 7. v. u. statt reclue s. m. reelle. 

„ 2. 8. V. o. „ d'appendre „ „ d'apprendre. 



2. „23. V. o. „ (l(p) --'«^ „ „ 1(9). 

„ 2. „ 4. V. u. „ valeur , „ „ valeurs. ' 

„ 3. „ 6. V. o. „ „ „ ey'(^). | 

„ 10. „ 2. ^ o. „ eMl(«+^0 „ „ eM/(«+^0. | 

"B B 
„ 10. „ 3. V. u. „ ^=3r— Arctg -j „ „ =7c-\- Arcts-i- 

{in der Note) ^ ^ 

s 
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„ 19. „ 11. s. o. „ ^ d*-ld-^ce „ \(f 

21. „ 2. V. o. statt ffra* 8. m. . S. 21. Z. 3. v.o. statt Om^s. in. fl' 

m ro-f 1 

„ 21. „ 6. y. o. statt 
„ 23.Z.2.v.o.stattflin-i*s.m.a^j. S.23.Z.4.v.o.statt am^s.m.^ 



24. Z. 6. V. o. statt Uv? s. m. . 

n> i 
7* "f* CL COS "U I 

26. „ 6, V. u. fehlt ein ) nach — \ , 

setze man / 

V» ^ da /"^^ dx J 

29. „ 4. V, u. „ / — setze man / * 

iokne die Note) J a+rcos.T J a+rcosJ 

■K IC 

woca noch kommt, dass man die erstere der zwei Noten niiUi 
Seite 30. hier herüberführen und mit '"*) versehen muss. 

„ 30. Z. 7. V. o. Das*) fölltweg; die Note (die erstere untii! 
gehört der vorigen Seite zu . 

„ 33. Z. 6. v. o. statt V o»— 6«. = ' * ' ^ " ^ 



>» 
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Literarischer Bericht 

LXXXIX. 



Geschichte der Bfathematik und Physik« 

Briefe von Leonhard Euler und von Joh. Alb. Euler 
an Wenzeslaus Jobann GoBtav Karsten. 

(Allgemeine Monätsscbrift för Wiseenscbaft und Literatur. Mai 1864.) 

, Wenzeslaus Johann Gustav Karsten, geh. den 15. De- 
ceniberl732 zu Neu - Brandenburg in Mecklenburg- Strelitz, gestor- 
lien im Jahre 1787 ai^ Professor der Mathematik und Naturlehre 
an der l^nivereität zu Halle, der leider den jetzigen Mathemati- 
kern nur noch vrenig bekannt ist» hat sich im vorigen Jahrhundert 
durch seine Lehrbücher : seinen grossen Lehrbegriffder ge-* 
aammten Mathematik« seine aus drei Theiien bestebeinden 
vortrefflichen Anfangsgründe der mathematischen Wia- 
senachaften« nnd seinen aus aSwei Theiien bestehenden Ans- 
sag ans den Anfangsgründen der mathematischen Wis- 
senschaften, welcher letstere auch eine flir daqialige Zeit sehr 
gute, kurze Darstellung der in den beiden ersten grosseren Wer- 
ken nicht behandelten astronomischen Wissenschaften eiitbSlt, vm 
die VerbreKong und gründlichere Darstellung der mathematischen 
Wissenschaften ein sehr grosses Verdienst efnorben, und hat in 
Halle, wie uns alte Leute erzählt haben, für einen so ausgezeich- 
neten Lehrer der Mathematik gegolten, dass selbst nicht wenige 
Männer aus den verschiedensten Ständen, die gar keine soge- 
nannten Gelehrten waren und werdeu wollten, aus Neiguni^, zu ihrer 
'Ausbildung, an seinen Vorlesungen Theil nahmeo Ausser den 



*) ^tn Beigplel hierzu Irann der ITcraiisgeber seinen eigenen Vater 
anfnlircn, der Ctirhdrnrli rr war, sirh nlier in seinem späteren Leben immer 
a*ch mal dem gröiitea Interesse aa Karsten'» Vorlesoagea avnaefte. 

Tbl* XUII. Hft. 1. 1 



Digitized by Google 



9 



Uier arischer Bericht h\Wl\ 



oben genannten Werken Karsten'» zeichnet sich hauptsäebÜdi 
seiue schooweit frfiher erschienene Math es is theoretica ele- 
roentaris atqae sublimior. Rostochii et Gryphiswal- 
diae 1760, durch UBgeiaeine Strenge and Prficision aaa» ein W«^ 
welches u. A. aach daa Verdienst hat» dass darin (ß* 140.) fa der 
Stereometrie der Unterschied zwischen Cons^ruenz und Symmetrie, 
um mich des neueren Sprachg^ebrauchs zu bedienen , in sehr be* 
8timniter Weise liervorcchoben wird, ein Unterschied, den selbst 
Kästner gar nicht gck;wiiit zu haben scheint, und <]< r hekannt- ' 
lieh zu sehr begründeten Anfechtungen von Lucliii. LIem. X.I. Ä ' 
vielfache Vernnlas«:nng gegeben liat. Karsten hat daher aodl 
das grosse Verdienst, dass er wohl zuerst die jetzt gebräuchliclMi 
Beweise durch die • £xhau8tionsmethode oder die Metbode der 
GrSnzen in die Stereometrie eingeführt hat. Bekannter als die« 
von nns hier hervorgehobenen Verdienste Karsten*« um die 
retne Mathematik sind seine Verdienste um die bessere und srund- 
liebere, auch namentlicli fiii die jjraktischc Aiiwendiitio^ jjeeignetere 
Darstellung dtM* niechanisclien Wisseiia>chalfen, worüber wir OOS 
daher hier nicht weiter zu veibreiteu brauchen. 

Wegen des schon aus dem Vorhergehenden gewiss dsatRck 
hervorgehenden Interesses , welches wir immer an Wenseslaoi 
Joh. Gust. Karsten's Schriften genommen haben, und we^ei 
der vielfachen Belehrung, die wir selbst aus denselben geschii|ifl 
zu haben dankbar bekennen, hat es uns eine ungenioino Fronde 
tremacht, dass sein würdiirei \ eiwaudter, Merr l^rol. 1^. Karsten 
in Kiel, durch die Herausgabe der (dji^en liriei«^ diesen sehr ver- 
dienten älteren Mathematiker den jetzii^en Mathematikern wieder 
ins Gedächtaiss zurückgerufen hat. Schon als mit einem Leos- 
bar d Euler und seinem Sohne J. Ai brecht £uler geivechselte 
Briefe sind diese Briefe an sich höchst interessant. Dieselben 
sind aber auch für die Geschichte der Mathematik von Bedeutung, 
und wir erkennen vollkommen das nicht geringe V ordienst an, 
das Herr Prolessor Karsten sich durch ihre Publication um diei^e 
W is5>€i»schart erworben hat. Wir lernen z. {\. aus diesen Briefen, 
wie es gekommen ist, dass J. <>. Karsten der Herausgeber 
▼OB Euler*s berühmtem Werke: Theoria motas corporao 
solidorum seil ri<> idorum. £d. nov. Gry p bis w. 1790, -^daidi 
dessen vorzügliche Uebersetzung ( G r e i f s w a I d 1853. ) sich nesei* 
liehst Herr Professor Wolfers in Berlin ein blichst anerkeo' 
nungswerthes Verdienst erworben hat, — wurde, und hurcu zu 
unserem Erstaunen, dass Eul er keinen Verleger zu tleiuselben fintfen 
konnte und Karsten sirfi vit M .rhe ^Iiihe «^elieii niusste, um 

einen liuchbäiidlet zur V>^Vi«\u4Wvi vWb Ni^xVvs^* «LXLNi^^^^^ Wk 
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erfahren ans diesen Briefen die wahiUch nicht crfreulicbeo Ur- 
sachen, welche Culer's nchnellen We^ang von Berlin Dadi 
Petersbu rij herbeiföfirten, „mit seiner ^antzeti aus 18 See- 
Jen bestehenden Tarn i Ii e.'' Diese Briefe bringen uns teruer 
mstnohe interessante Din^ über nicht wenige verdiente und unter« 
diente Mathematiker der damaligen Zeit, z. B. über Herrn Fre- 
de-rie de Castilton, der von J. A. Euler in elnero vom letstea 
April 1765 datiftea Briefe bezeichnet ^ ird ab ,ieln Bursche iM>A 
18^iJ«hreD, der, wenn er das hiesige Joachiraethaiieehe Gyiiin»> 
sitfn freqnenliien wellte» hdehst^s in Secenda zu aitseiL kooimMi 
'wftrde'*, defieenuDgeaditei aber „Profeasor Motfieeee«'' .gewotdeü 
sei. Anofa m wlssensehaflltcber Mcksicbt iaaaen ans diese Boele 
keliieew<ege leer ausgehen! 86 fheilt s. B., maeeher endeier h^ 
tereeeeetef Dinge eicht an gedeniten, J. A*-Ealer ehi^ 
seinem Schwager und Scbdler» einem hiesigen Bembardir, ge» 
fuiidene Trieectieiiem anguli mit, die nicht eneben ist ned bei niebl 
alhRigressen Zelobnnngen die Prehe bilt'S sowie eine von Lern* 
h e r t angegebeee geometrische *) „ Rectificationem etrcnll die Bi^ 
achtung verdiente 

* 
t 

I 

Wir glauben, dass das Obige hinreichen wird, die Leser des 
Arehiv*s auf diese Interessanten Briefe aufmerksam zu machen, 
und sa^eo Herrn Professor Karsten in Kiel (vtt deren Pubiicar 
ti^p unsere wSrmsten Dank, mochten auch den Wunsch aus- 
sprechen, dass die Verlagshandlung der Allg. Monatsschr. f. WIss. 
u« Lit. einen Abdruck derselben in einem besonderen Heflcbent 
mit besonderem Titel versehen , veranstalten Hesse, und ersuchen 
schliesslich Herrn Professor G. Karsten rechtsehr, auch die in- 
seinem Besitz befindlichen Briefe von W. J. G* Karsten mit 
Aepinus, Lambert, Lagrange, Kästner u. A. dem matbema«. 
tisclien Publicum nicht vorzuenthalten, wenn sie, woran kaum zu 
zu zweifeln ist, ein ifjr liclies Interesse nie die jetzt verüffentlicbten 
Cule(' sehen Briciu darbieten sollten. 



6,e 0 1)1 e t r i e. 

Zur Lehre vom Dreiecke mit dem amechrf ebenen 
Kreise und den berührenden Kreisen. Von Job. Reg-^ 
ner. Ans dem Jahresberichte über die st. et. Ober«* 

Realschule in Gratz für da« Studienjahr 1852— 53 beson- 

deri> abgedruckt. Gratz. 1853. 4. 



*"} Natürlich annulierode. 
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So vkl ond so oft aoch scboo das ebene -Dreieck nebst febr 
Msebiisbenen imd sebefi BerübinogsbreweD betracbtat «tri« 
Ist» hit doeb der Herr Terfsssor des y s t l i og ea dcBy aehr Iw» 
und bsaditeiiswcrtheii Programms dieMi Geganstude cte im 
Seits sbzagemDiioa gewosst Ausser den vorher f^tmmmtamts» 
seo zieht der Herr Verfasser oamricb Docb jene in Betracbl, «dek 
zwischen jeden Tangriitmeskrcis und «ien ibm zonacbst liegenda 
Scbeueio des Dreiecks so ciusetragen werden konneo, dass » 
wechselweise einaader und zugleich auch zwei Dreiecksseitei k- 
rifbreo« Diese, des ersteren HsaptberObru ngskreioes fqpfr 
flboTf FOD dem Herrn Verfasser Nebe ober AhrviigskrsiM 
gensanten Kreise sind es, welcbe ibn ni Terocbiedonoa 
ioteresssnten nod «ech Air Sdifiler lebireicheD Betnebtsage, 
■sneotlich auch an Tersebledenen bemerfcenswertfaen ReibeBifli» 
mirungen, Veranlassung gegeben iiabeo. Es werden narh «an- 
der folgende Fragen beantwortet: 1. Nach \' e!r }jt:iii Verkhrei 
konneti die 3ieijtfiiberHhrun?!»kreise verzeichnet >^ ertJen? — 2. ^acil 
weichem Gesetze folgen die dem nämlichen Wiakel eiogeseki»' 
benen Nebenberuhraogskreise auf einaoder? — ^ Wie riete Keb» 
berührnngskreise lassen sieb swtseben einen HaaptberubnmgiiMi 
und einen der ibm znnScbst liegenden Seheitei den Oreiecbsdr 
tragen? — 4. Wie gross ist die Summe der UmGUige aller imni» 
lieben Winkel liegenden NebenberClbronsskreise? — 5. Wief^na 
ist die Summe der Flächenräume aller im nämlichen Wiokel lie 
genden \ebenberubruim>kT<.^ise? — 6. Das Wicwtflfaehe von Jent 
Umfansjo ues innereti Ilaiiptberüliruii^skreUes ist die .bunirue def 
Umfänee der inoeren Nebenberühningskreise? — T. Das Wieviel- 
fache ¥on dem Flächcnraumo des inneren Haupt beruhrungskreiMf 
ist die Summe der Flächenräume der inneren Nebenberfibmagf* 
kreise? — 8* Das Wievielfaebe von dem Umfange des umscki^ 
benen Kreises ist die Summe der Umfange der sämmflicben bcri^ 
rendeo Kreise? — 9. Das Wievielfaebe von dem FlScbenranroe de* 
umschriebenen Kreises ist die Summe der Fläcbenruume der 
säxuxutiichen berührenden Kreise? 

Die aU lieantwortnniren dieser Fragen von dem Herrn Vei 
fa«ser gefundenen Hesuitate zeichnen sich durch Eiofachbeit odiI 
Eleganz aus, so dass %vir dieses Pronramm allen Lehrern an iiOh^ 
ren Lehranstalten zur sorgfältigen ßeachtung zu erapfeblea ms 
gedrungen fühlen , indem wir zugleich der Meinung sind, dassflcii 
Inhalt ancb zu Uebnngen f&r vorgerflcktere Schüler sehr zweefc^ 
mSssig benutzt werden kann. 
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Mechanik. 

Vor Kurzem erschien die erste Lieferung, Text und Tafeln 
eioeA Werkes: 

'CoDstmctionslehre ffir den Masehinenbati ▼on C. L. 
Motl und F. Reuletnz, Gi?U* Ingenieuren» Brann* 
ncliweig bei Tieweg, 

welches iii so naher Beziehung zu den Werken und VortrS^en dee 
Herrn Professor Hedten bac her' steht, die derselbe seit einer 
Reibe Yen Jahren an der polytechnischen Schule in Carlsruhe 
Qber denselben Gegenstand h&lt« dase es in dieser Hinsiebt die 
sor^nUttgste Vergleicbung mit letsteren verdient« besonders da die 
Verfesser noch vor 2^ Jahren Redtenbacher's Sehüler waren. 
Jedem, der an seinem Unterrichte Theil nahm, rouss auf den ersten 
Blick die grosse Uebereinstiromung der Tafeln mit dessen Verla- 
gen nnd des Textes mit seipeni Werke Resultate fflr den 
Maschinenbau*' nnd seinen Vorträgen, von denen ich als frflbe« 
rer SchQler desselben ein tren nachgeschriebenes Heft vor mir 
liegen habe',* anffallen. Die nSbere Vergleicbung bestätigt dieses 
mit wenigen Ausnahmen bis in die Einzehiheiteo hinein. 

ich fühle mich sowohl gegen meinen Lehrer als gegen das 
gelehrte und technische Publikum verpflichtet, die Art der Ueber* 
einstimmuog nnd die Entstehungsgeschichte des obigen Werkes» 
SO weit es vorliegt, in Folgendem dar/ nie p^en, damit das Verdienst 
der Verfasser nnd ihr Benehmen gegen Professor Redtenbacber 
richtig gewürdigt werden könne« ' 

Der erste Abschnitt handelt von der Festigkeit d«'r Mate- 
rialien. Die ganze Anordnung und das Einzelne im Anfange des 
Abschnittes ist dieselbe, wie in den „Resultaten**, und ich 
führe als Beispiel die Nr. 35. über Arbeitsgrüsse zur Verlängerung, 
Verkürzung, Drehung nnd Biegung eines Stabes an, die fast 
• wörtlich mit der Nr. 55. der Resultate ubereinstimmt Am Ende 
dieses Abschnittes dagegen findet die einzige, einigermaassen efw 
bebliche Abweichung von Redtenbacber statt, iodem die Veiw 
fMser statt der gebräuchlichen Bruchco^Hficienten die so wenig 
genau su ermittelttden Coäfficienten fiBr stabile Festigkeit anwandten, 
d. h. statt von der Kraft, welche sum Brnohe eines Stabes ndlhig 
ist, von derjenigen ausgingen, welche seine Fem bis sor Blastl* 
dtitsgrense verändert So lange es sich um die Bentimmang der 
Dimensionen eines Querschnitts von gegebener Gestalt handelt, 
erscheinen die gewöhnlichen Resultate und nur eine andere Sicher» 
heit, als die gegen ürucb ; sobald aber die voctbedhafteste Gestalt 

« 

/ 

Digitized by Google 



f«w ^'ipr^fnmrr.Ni k«»>:linnir v-^rxit^n ioil . mir üe srn^e Unaicier- 

«iinj?Jirini«iii»^rir'» lir i^ji Ma^'nu^^^'inna. E-* ^inii "iarrn Tib»3^ ^ 

Ii« */-ini!:»^rT«% i«?- 1f:»«:äiin.k i!L»*z:ias'.T.*!j|« . |ie GcMze fc 
min«sr>i«>ft<».ti Z<i-'«4,tinii»nh«'V!*£^. B^fuimns&szasisuiiieäi. it 
jmiii%)n<n «:ir A.i»'.r:n'i-i*» " in Ma^Mshinen :in«! zur Beffin- 

»nn? rj'iii«*n;«ioat*n -»Jn.Wii«*!* x-!*-»rzr. C»riiiei ist »res 13 
r>i-4^#»ih»» in.* Ff.i.:':'"i *'^'«'n' itl»*:!* "^x:* F- -* i " t !j 1 ! h -»r V 

v*n*i.'jr h«>-n»*:t ih-^n m i'-i^a . :> Bff na^ä'ti-: Alier Dfm*inÄ.in<t 



1 r 



fr . 



I . 



, fr'', z * i"' 



• ««MM* 



T>. t':.r. -.i'.-i 'r: Mchrz ihl r.^-.b nichts an-lere*. 

bi«b*:r 4 r*;;. I*-'» r.i*: ief^-rlbr:. ß«r2'^ichrii:D<> der Abliün* 

{ri£^lc^'i% fllni«^:.-:'i- '^i. :iA 'iKT^^Wt^n Art der Ausfilhruiis; die 
Hi^fiii-':'. Ar#%f»'ier,:.>';'i fcir.d «I^ro*«!! Text«** eiiUprechend. 

\ 7tM-^x (UhTi Ali':^ Z'i^an.men . so »teilt »ich heraus, ■fatftf da* 
fnürli'^'b«!; \N«rk ero^st«irithf$iU die Resultate Redte obacber'« 
ertthitit« tefA^h^n mit d^n «on demi&elben in seinen Vortrages se- 
cr«b«iri<in llerleiturifren uiid Hafsesiellten Orundsätseii. Beide 
Ntimnif;n der Anordnun i', dem Inhalte und tiieilweUd 
d #; m \V o f 1 1 ;i u f. rj a ' fi fj h e r fj i (i . — Das tiro>se \ erdieiist, 
wek'be« «ich liedtntibai^Vvei t^Vi^w ^^oi^^k ««Uesul- 
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täte" um den Maschineiiban erworben 'hät, dase'er die for« 
bändenen Regeln ssninette, die mit den beeten Erfnbrmigea flbei^ 
einstimmenden beibebiclt» die anderen Terbeainerte, dierielen li^keh 
fehlenden nacb Vcrgleiebang der b«w8hrten Oonstnn^encn und 

ausgehend von einer theoretischen Grundlage bildete und sie danii 
— ua,s «ehr wesentlich ist — in einer solchen Reihenfolge auf- 
stellte, wie sie der ronstrncteur nach einander bedarf. Die Be- 
waltis^uTii; <iieses ganzen MaterÜils und eine solche \ ereinfachung 
aller Rodeln, dass sie zum praktischen (^ehrauehe wirklich taug- 
lieh sind, gelang ihm je<1och nur dwrch die ihm ei'jrenfhilmliche 
jM«'th<Mle der Verhaltniss zahlen, wonach nur rin/cliie, meist 
von einander unabhängige Hau|>tdin\e!isi(men nach mögiiehst ver- 
ehifaohten Regeln der Festigkeitslehre berechnet und die andern 
aoe' Ihnen durch die VerliSltnisszablen bestimmt werden, welche 
Abbängigkeit beider von einander meist durch einen Factor allein 
attegedrü'ckt wird. Diese Methode entwickelt Redtenbacher In 
s^nen „Prinzipien der Mechanik und des Maschinen- 
baues" im Allgemeinen nnd zeigt in seinen Vortrügen hei jeder 
Diraensietiabeetimmnng Ibre Anwendnag. üeber die praktiscbe 
Bedeutung dieser Lehre spricht er sich fai seloen ,*Prsnslplen'' 
$elte 2291. felgendermaaasen ans: „leb bediene mlob dieser Me^ 
tfaede seit einer Reihe von Jahren, «nd der £xfolg, den ich durelr 
Einfabrnng derselben in der Scbnle erreicht habe» ist yon der Art» 
dass dagegen das, was Ich in firiberer Zeit durch andere Metho- 
den in Stande braebte» als Null ond Nichtig ersebehit'* IMeses 
gaane ausfipebitdete System haben aber die Verfasser geradesn in 
tbf Werk aufgenommen und, indem sie die wahre Qaelle dessel- 
ben verschwiegen, IuIuxmi sie inNr. 77. an, was sie von Redten- 
bacher fjeihst in seinen Vortragen gehurt [j.ilien, dass Watt 
seine IVlaschiiieti mit IJeuutziing von Verhältnisswerthcn gebaut 
hat und dass in der Fabrik von Sharp und lioherfs Tabellen 
mit lienut/.iiii'_r von Verlialtnissfornieln für verschiedene iVlascbi- 
nentheile autgestellt worden sind. Dii' Ansicht der Watt*schen 
Maschinen und jene Talxlicn st.uKlen Vielen zn (>cbot. aber 
Niemand bildete danach ein System, bis Redtenbacher diese 
Methode schuf, sie iclar aussprach und allgemein und systematisch 
annwndte. • 

Hiermit ist die Abhängigkeit des voiliegemlen Werkes von 
denen Professor Red te n bacher's ausgesprochen. Eine freie 
Benutzung publicirter Werke steht zwar Jedem zn, aber hier liegt 
nicht eine nur freie Benutzung vor und die Vorträge sind nicjbt 
publicirt. 

< Hie klante EiMÜcht In den «rnnd dieser Abhängigkeit 
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gibt aber die Eo tstehaogsgescbichte des Werkes. Nach* 
dem die beiden Verfasser im Herbste 1851 die polyteclmiscbe Schale 
in Carlsrube verlassen, fassten sie den Vorsatz , die „Resul- 
tate fOr den Masch inenbaa" von Redtenbacher darch ein 
Werk, eine Ausarbeitung seiner Vorträge, zu erläutern , - damit 
dieselben aacb von solchen, welche letztere nicht gehurt, mit Leich- 
tigkeit benutzt vrerden konnten. Nachdem sie Redtenbacher 
am seine Einwilligung ersucht , dieser sie aber im Jahre 1853 ver* 
weigert, weil er selbst eine weitere Bearbeitung einzelner Tbeiie 
beabsichtigt, so benachrichtigten sie ihn bald darauf, dass sie 
ihren bisherigen Plan ganz aufgegeben hätten und die Aufgabe 
von einem für den Maschinenbau ganz neuen Gesichtspunkte am 
lösen wollten. In weniger als einem Jahre erschien darauf die 
vorliegende Lieferung , in der man nach dem ganz neuen Gesichts- 
punkte vergeblich sucht, um so augenfälliger aber und nicht 
verhüllt durch einige kleine angebrachte Veränderungen ihren or- 
sprünglichen Plan der Ausarbeitung der Vorträge des Professor 
Redtenbacher ausgeführt findet. 

Nachdem ich hiermit den Sachverhalt dargelegt habe, kam 
ich nicht umhin, auch mit einigen Worten das Benehmen n 
beleuchten, welches die Verfasser ihrem Lehrer gegenüber 
beobachtet haben. Eine Vergleichung wird hier das hellste Lieht 
gewähren. A. Burg in seinem „Supplementbande zum Com- 
pendium der populären Mechanik und Maschinenlehre, 
Wien 1850", sagt in der Vorrede: „Dass der Verfasser aocb 
hier wieder, wie es seine Pflicht war, die vorzuglichsten der iba 
bekannten Autoren benutzt habe, wird aus den gelegentlich in 
Texte angeführten mehr oder weniger berühmten Namen hervor 
geben, und er steht nicht an, diesen Männern, wohin auch jeie 
geboren , welche die Wissenschaft in irgend einer praktischen Rich- 
tung, wie z.B. J. Eytelwein, F. Redtenbacher, J. Weis* 
bachu. m. A. gefördert oder erweitert haben > seinen wärmsteo 
Dank im Interesse der mechanischen Wissenschaften auszusprecheo." 
Ausserdem aber nennt er Redtenbacher im Texte aufs Gewis- 
senhafteste an jeder Stelle, wo er etwas aus seinen Werken be- 
nutzte. So verfuhr Burg, ein Mann, dem, wenn er auch überall 
seine Hülfsquellen nennt, doch das ungeschmälerte eigene Verdienit 
bleibt. Anders aber die Verfasser des vorliegenden \V erlies. 
Nachdem sie in der Vorrede zwar Redtenbacher unter den 
benutzten Schriftstellern genannt, auch die Spezialität angeführt, 
worin sie sich an ihn anschlössen, nämlich in dem Ausführen der 
Zeichnungen in gleich starken reinen Linien, sagen sie, dass sie 
im Texte die Quellen in der Regel nicht namhaft ma. 
Unter deu Nameo > die sie d^uxiocXi m^^aX i^^Vk^vv^'^ 
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nen, ist aber dtr R^dteobaeber's nie m Unden; er hätte ja 
ao der Sfirae fast jeder Seite atelieti mfiaaem Wenn aie freUleh 
diese Qoelle überall angegeben bitten , was wir e dann als Ibr 
Vei^ienst übrig geblieben? — Redtenbacher sagt in seiner 
«»Theorie und Bau der Turbinen nnd Ventilatoren, 
Biannbeim 1844'' In dem Vonrorte, dass er das, was die bis- 
herige Theorie der Maschinen nicht c^eleistet, erstrebe, nänilu h 
dem Praktiker unmittelbar und leicht aiivvendbu c Üesultate zu 
geben; dass er nicht eher mit einer Einzelheit hatte hervortreten 
wollen, bis er das Ganle durchi^earbeitet und praktisch geprüft, 
und da8ü er jetzt eine Reihe voej Monographien über die einzel- 
nen Partien des Maschineidiaues mit der oben angeführten er- 
öffne. Indem er nun einige heraus^üL» ben hat, mit anderen aber 
noch zurückhält, um sie orst zur vollen Hrifp licdeihen zu lassen, 
ergreifen zwei seiner iScIiiiier den ganzen N< hatz theils fertiger, 
theils vorläufiger Bearbeitung, wie die Vorträge ihn geben, und 
fangen an, ihn dem Publicuni als ihr Product vorzulegen. Sie 
sind Lehrjungen zu vergleichen, die kaum dem Meister die Ein- 
.richtung einer tiefangelegten Maschine abgelauscht, an deren Voll- 
endung er begriffen ist und in deren Einrichtung und Gebrauch er 
sie einführtet als sie davon laufen» eine gleiche Masehine auf- 
stellen, statt eines gelben Rädchens oder Stiftchens ein rothes 
einsetzen und damit als Erfinder Tor die Welt treten. 

Mögen sie die Fruchte ernten, die ihrem Thun zukommen \ 

e 



Astronomie. 

Annalen der k, k. Sternwarte zu Wien, Nach dem 
Befehle Seiner k. k. apost. Majestät auf öffentliche 
Kesten herausgegeben von Carl von Littrow» Director 
der Sternwarte, u* s. w. Dritter Folge dritter Band« 
Jahrgang 1853. Wien. 1854. 8. 

Der zweite Band der dritten Folge der Annalen der k. k. Stern- 
warte zn Wien, welcher den aus Argelander's Zoneiilioobach- 
tnn^en aluieloiteten tStcrncalalow al)sch!ie?5st , ist in» Literar. Ber. 
Nr. LXXIV. S. 940. ani^ezeigt worden. Je mehr sich die Wiener 
Sternwarte durch ihre unausgesetzte praktische Thätigkeit und 
durch die Regelmässigkeit ihrer Pnhlieationen auszeichnet: desto 
- mehr freuen wir uns , .«^chon jetzt wieder das Erscheinen eines 
neuen Bandes der Annalen anzeigen zu kOnnen. "Derselbe besteht 
aus zwei Abtheilungen: I. Beobachtungen der neuen Planeten am 
Rafraeter in den Jahren 1846 bis 1863. redigirt von G. Horn- 

' ' Digitized by Google 



10 



•tein, Adjoocteu der k. k. Sternwarte: II. Zusätze zu dm Ver- 
bMfteriingen zo deni Kataloge der uOrdUchen Ar&relaDder'scba 
ZonefibeobacbtoDgen %'od W U b e I ib O e 1 1 z e d , Awistenf eo der Wto- 
oer Sternnarte. io der Einleltiins siebt Heir Director t* Liftirt* 
eiiie lebrreicb« Naebricbt fiber die bei der Rednctioo der Plucteili 
obacbtoneen 2ebraiicbteo VerfahniussweUeB und die dabei mAmsm- 
dufiffse^rachten Formeln. Wieviel erfreuliche Fniclite von derfor^ 
l^fc•tzlt'M 'J iiitiiikeit der k. k. St(^rij\^ arte in Wien sich nacfa erwarten las- 
fteo, ^ebt aus diesem i beiie der Aunaien von^eaem deatlicb benor. 



Neoea Zeitbestitiiiuuoff«iverk ronM. Eble. Lehrerder 
Matbematik und Phvaik an der Realanatalt an ElliraDgeo, 
för SScbulen, Gemeioden, Techniker, For9t* und Laei* 
wirthe, 31atbeniatiker und Freunde der HintmelakoDde 

Die»e.s für Nichtastronomen bestimmte instrumentale und gn- 
pbiache HiilCsmlttel zur BestimmuDS der Zelt ist achoo ron Bern 
Professor Zech in T üb logen, Herrn Profeaaor Renacbleii 
Stuttgart nnd Herrn Prafeasor Encke in Berlin mehrM 
eni|ifoblen worden , nnd »cbeint, so viel wir bis jetzt das^flbe 
kennen gelernt haben, dieife Eropfehliui;» allerdings auch za ver 
dienen. Eiiic be?ionders deutliche Ai.^cbauuns von demselben wer- 
den .'»her <!ie Foer dfs Archivs aus der An/.eiae geu ionen, ivelth^ 
Herr t^rofcssor v. Littrow in Wien in den ,, Oes terreichi- 
acben Blättern für Literatur und K.unst. ßeiiaee zur 
Oesterrcicb.-Kaix^e ri. Wiener Zeitu{}£r. 27. Februar 1551 
Nr. 0. Isber dasselbe seliefert hat. weshalb wir diese Anzeige ewe« 
so compete Ilten Richters uiisern Lesern im Folgenden w örtlich mit* 
theilen und zniilcieh wünschen, dadurch etivas zur Verbreitung der 
genannten verdienstlichen iliiÜVimittel zur Zeitbestimiiiuiig Ueizutraueü. 

»Neues semeinfassliches 3Iittei für R egalirung Ton 
C bren. Die bisherigen wahrhalU unzalilbaren Versuche dem Nicbt- 
astronnmen Mittel zur Kesnlirunir der Uhren zu Gebote zu stellen, 
hat Herr M. Ilhle. LcLilT <ler 3Iai!ienjatik inul Pli\sik an «ler 

Rea!ans(;ilt zu Eliw anL'^en (\\ liriciiiluTp) . duirli sein ?Seues Zeit- 
liesllniiiiiiiiu.su erk (TwhirrjeiJ i>*üo)" iiei \\t.it<Ma üljeitroffen . wai 
leichte und allgemeine Anwendbarkeit mit verlialtnissmässiaer €«• 
nauigkeit verbunden betrifft. Wir können daher nicht umbin, es 
allen Jenen, welchen daran liegt» ihre Uhren unmittelbar zu pr& 
fen, auf das Angelegentlichste zu empfehlen. 

Die Sonnenuhr, i naier noch das pupul.'irste ^litlel dieser An 
leidet an iicdeuteiulen IMiinsrcIn, da ilire Autstplfunij an ües\i.-.>e 
Oertlic lilvciten «rehnnden. und in den sel(eii»ten Fällen voilkomuifa 

Ferburgt iat» übeidiea au^ ^ve&«Bi\^^^«» bemdcfö 
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und daher schwer zu e^rdclienile Einrichtungen getroffen werdeD« 
nur sehr rohe Resultate zu erhalten sirxl Man war deshalb tob ' 
jeher benifiht, eigentlich astrenomische Methoden für Jedermann 
umgänglich zu machen* Unter diesen Methoden hWibi die TorzOg> 
liebste, weil In wenigen Minaten auslUhrbare und nicht gerade an 
den Mitlug gebundene, immer die, .bei welcher man ana der Hohe 
oder sonstigen Stellung eines gewissen Gestirnes, a.B. der Sonne, 
zu irgend einer Zeit auf die eben stattfindende Stunde schliesst. 
Cs galt aber «dabei, zwei Vereinfachungen elnzufilhfen ; einmal Mittel 
ansaudenken, durch welche 'die Stellung des Gestirnes ohne Korn« 
pllkationen, denen nur der Astronom gewachsen ist, sicher genug 
erkannt wird» und dann die zar Ableitung der Zeit aus der Beob* 
achtuni? nöthis^e Rechnung müglichst zu erleichtern. In ersterer 
liezieljuni^ beschränkte man sich, wenn von den an sich sehr 
genauen und prai^tischeu. aber im Gebrauche ausser dem Meri- 
diane doch immer schon gewisse Kenntnisse voraussetzenden Er- 
findungen Dentis (Üipieidoskop) und 8t ein heil' s (Passagen- 
prisnia) ahi^esehen wird, mit Recht im al!L'«Mneinen auf Höhen 
messende Werkzeuge und leistete in Herst* lliinü; solcher Instru- 
mente von der hi'T erforderlichen Einfachheit manches Erspriess- 
liche. Herr Eble hat diesen Theil seiner Anfgabe ijehörii; berück- 
sichtigt, und an seinem Sextanten gegen frühere Einrichtungen 
wesentliche \'erbesserungen angebracht. Sein eigentliches Ver- 
dienst aber, durch das er eben allen Vorgängern den Rang 
abgewonneTi . besteht in der Erleichterung oder besser völligen Um- 
gehung der Rechnung, indem er alte und so zu sagen verschol- 
lene Methoden, geometrische Aufgaben graphisch zu berechnen, 
sehr sinnreich roodificirte und zu dem hier verfolgten Zwecke in 
einer Weise benutzte» die nichts au wiinschen übrig lasst. Sein 
astronomisches Netz ist eine Art von Rechenstab» durch wel* 
chen alle Schwierigkeit dieses Theües der Arbeit auch für den 
Ungeübtesten völlig beseitigt und eine Genauigkeit (bis auf etwa 
eine halbe Minute) erreicht wird, w|e sie bisher kein hierzu er- 
dachtes» ebenso leicht anwendbares Mittel bietet. Die Klarheit 
der beigegebenen Gebrauchsapweiaung und die Billigkeit des Prei* 
ses (in drei Sorten zu 3Thlr., 3 Thir. 18 Ngr., 4 Tblr. 10 Ngr.) ver- 
mehrt die Zugänglichkeit dieses nützlichen Apparates, dessen 
Präcision durch Ausführung in grösseren Verhältnissen und auf 
Metall sich bedeutend steii^crn liesse, und der durch die von Herrn 
Eblc gegebenen Nebenanwendungen, z. B. für lieilaulige Bestim- 
muneon von Zeit und Azimut zur See auch in wissenschaftliche- 
ren Kj:eUen Beachtung zu iioden in hohem Maasse verdient. 

K. V. LIttrow.« 



Digitized by Google 



13 



UUrariscAer Betickl LXXXIX. 



P h V 8 i k. 

Herr Dr. Auirust Wieg and, Oberlehrer an der iiealschule 
2U Halle, bat un> nacbstebende Afizelgc übersandte die uir um 
des edlen Zweckes willen, wegen dessen die Herausgahe des aa- 
gezeigten Bocbs unternommen worden« nicht auf dem Uiu^cblage, 
•oDdero im Literaruch«! Berichte selbel aiidnickM isMen, w 
den WoDiich aoesprechen, dam durch recht viele Aboehmer dieM 
Buchs der in Rede atebende Zweck kräftigst gefordert werdea aSfjt, 

In rommiasbn bei U. W. Schmidt in Halle a. d. S. ist e>- 
schkuen : 

riildikaliscbe Aafgaben. 

Mit AuflSsnngen herausgegeben 



Oberlehrer an ä«r HeaUebulc so Halle. 

Mit eingedruckten Holzschnitten. 

Der Reinertrag der ganzen A<iria<re ist für den Bau elnea neaeo 
Uealschulbauses in den Franckeschen Stiftungen bestiinnt 

Preis lO 

Wenn der f^nterzeichnete hofft, durch Herausgabe vorgenann- 
ter Schrift einen I heil der lehleiideii (>«'idiiiittel z» dem so drinsend 
nothnendiiiei) Hau eines Re iLschulliaiises in den Franckeschen 
Stiftungen aulzulifingen, so beseelt ihn hieil»ei die Üef»erzeiii:nii2, 
da^s die Stiftungen Aug. Herrn. Francke's, weli he seit Jahr 
bunderten no segensreich gewirkt haben, einen wohl begründeten 
Ansprach auf die Tbeilnahme und Unterstützung aller Freunde 
christlicher Schulbild ang sich erworben haben durften und da» 
die IN'a< hwelt des grossen Stifters als ihr heiligstes V'ermächtniiS 
die Püicht erkennen werde , an seinem grossen Werbe zum Segen 
des Vaterlandes immer f r'/uarheiten. 

Auftrüge nimmt jede Bucbbandiung an. 

Dr. August Wiegan 
Oberlehrer aa der Kealichnle aa Halle a. d. S. 



Berichtigung. 

^ In dem Aafsatze Nr. XXXT. In Tbl. XXIl. S. 444 — $. 447. itt ilitt 
6 überall B xq setzen« Wenn 6 auch d(u*chaas zu keinem Ufisarerttiad* 

niHM führt, 80 Ist Audi nn der Stelle des ..nia them a tiachen W&I' 
t er b u f Ii s'S worauf sicli der Aufsrir/, >>. XWT. beziehr, nt'or.ill 9 ge- 
braucht worden. Ferner sct'/e uum unr\\ S. 44.'*. Z. 12. in dem Aufdracke 
Ton 2^ aiu Ende desNclbcn titatt B ciüi<>e Punkte, nainlich .... 

Wegen dieser groMKcren Anzahl von Aenderuageii aind der TOilb* 
^enden iNiiinmer de» LiteritriM^Iien ßcrirlits am Ende zwei Cartoai 
bvif;v,frvhrn wurden, die in Tbl. XXIl. Heft W . statt rlrr lieiden Blätter 

Bo};. 2'J. S. 443. und S, 44^. uu<L ^ö. ^. W'o. v.ti^ 'S», äAj^, 

werden können. 
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Literarischer Bericht 

XC. 



Geschichte der Matheiuaiik und Phvsik. 

Extrait du Fakhri, Traite d'Alüfeljre par Aboü Bekr 
Mohammed l>en Alha^an Alkarkhi (iM anuscrit 952, Sup- 
plement arabe de la Bibiiotheque imperiale); preced^ 
d'un I\lemoire sui* t'Algebre i ndetermiiiee cbez les Afll' 
litt«. Par F. Woepcke. Pari« a . . 

Herr Doctor Woepcke hat sich schon durch so viele vor- 
zügliche I^ei8tun<;ei) , die auch fast sämmtlich i[) deai Literarischen 
Berichte unsors Archivs angezeigt wordeo sind, um die Geschichte 
der Mathematik verdient <^emacht, das9 man jedem ne|i|ßn Werke 
desselben erbubete Autmerksamkeit zuweudeD muss« 

Ueber die Algebra der Araber besitzen wir schon eine grus- 
aere Anzahl von Pnblicationen» welche der Herr Verfasser dto 
vorliegenden Werkes in der demselben vorangeschickten MNotice 
•ar le Fakhrt'^ namhaft wacht und etwas ^genauer- c^akteri- 
sbrt. Im Jahre 1813 erschien zu Galcntta.: 

The Khoolasut'Ool-Hisab, a Compendinm of Aritb- 
metic and Geometry, in the arabic language, by 
Buhae-ood. Deen of Amool in Syria, with a translatton 
into persian and commentaryf by the late Maolowee 
Ruoshun Clee of Jaonpoor, t.o which Es adde<l s Trea- 
tise on Algebra hy Nudjm-bod-0een Ulee Khan etcl 
CalcuttaV printed by P. P^rejfra in the hlndoostän^ 
presSy 1812» 

Wir kennen diese Schrift, welche der Herr Verfosser ^«In 
KliÜ^eet Allat94|i de Beh4 £d4&«i (f 162]»)^ nennt; nkbt; 

lliLX)UU.Hfl.S. S 
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nach Herm Dr. Wupcke's saehkundii^em Urtheil kann dieselbe 
aber keinen Begriff geben von den Fortschritten , welche die Ara- 
ber in der Algebra gemacht hatten. 

Später gab Rosen x|i London die Algebra des Moham- 
med Ben Moü^a unter dem Titel: 

The Algebra of Mohammed ben Miisa, edited and 
translated by Frederic Rosen. London. 183L 

heraus und wies in diesenr, auf Veranlassung des Khalifen 
Almamoün verfassten Werke deutliche Spuren indischen Ein- 
flusses nach, welcher sich erklärt durch das Ansehen, das die ir- 
dischen Gelehrten an dem Hofe der ersten Abassiden als Astro^ 
nomen^ Mathematiker und Aerzte genossen. 

* 

Durch dieses Werk gewann die allgemein angenommene 3lei 
nung, dass die Araber nicht über die bestimmten Gleichungen des 
ersten und zweiten Grades mit einer unhekannten Grösse hin- 
aus gekommen seien , neue Nahrung, his der beriiimite Sediii ot auf 
der Kaiserlichen Bibliothek zu Paris ein Fni^uient der Algehra de« 
Alkhayyimi entdeckte, aus welchem der Nachweis geführt wer* 
den konnte, dass die Araber sich auch schon mit der Auflosune 
der bestimmten Gleichungen des dritten Grades beschäftiiit haheo. 

Dass Herr Dr. Wöpcke durch die Verausgabe des vollt«(an 
digen Werkes von Alk hayy Ami sich ein besonderes Verdienst ob 
die Geschichte der Mathemätik erworben hat, ist den Lesern dr$ 
Archivs aus dem Literar.'Ber. Nr. LXVH. bekannt. Auch hat 
Herr Dr. Wiipcke in diesem Werke nachgewiesen, dass die 
Araber den Durchschnitt zweier KcgeUchnitte zur Constructioi 
der bestimmten Gleichungen des dritten und auch des vierten 
Grades angewandt haben. . ' , 

Nach diesen Arbeiten war nun noch eine wichtige Liicke ao.* 
zufullen, indem es immer noch zweifelhaft blieb, ob die Araher 
sich auch mit der unbestimmten Analytik beschäftigt haben. Herr 
Dr. Wöpcke war so glücklich, auf der Kaiserlichen Bibliothek 
zu Paris ein Manuscript zu entdecken, dessen Inhalt ihm die 
Mittel an die Hand gab, die Fortschritte zu ermitteln, welche die 
Araber am Ende des lOten Jahrhunderts in dem genannten \Tich- 
tigen Theile der Algebra gemacht hatten. Dieses Werk hat zua 
Verfasser den Abpü Beqr Mohammed Ben Alha^an AI- 
karkhi, war von ihm gewidmet dem Ab od Ghdlib Moham- 
med Ihn Khalaf, mit dem Beinamen Fakhr Almouln. Vedi 
d«s Färsten Bouide I^e\i4 Alda.« 
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Vezire den Titol Alfakhrf erhalten, üaasolbe wisKle frahrscbeio- 
lieh am Anfange des Ilten Jahrhunderts verfasst und liefert «M 
die emzige Theorie de^^ algebraischen Calcob bei den Arabenif 
«relebe wir bis jetzt besitzen, wird aller noch w«t wichtiger und 
mtercssaoler dorob eine Sammlimg tob Aufgaben, welche ab eint 
fast genaue Reproductioa mehrerer BQcber des Dtopbant an be» 
trachten sind. Herr Dr. Wupcke hat alcb nun die von ihm nach 
uoserer Meinung auch vollstfindig und mit grossem Scharfsinne 
gelüste Aufgabe gestellt, nachzuweisen: 

1^. Que les Are.bes connaissaient l'algebre indeterminäe« 

2^. Que leurs trsTaux sur ce suje^ sont basds sur Tonviage 
de Diophant». 

9^*. Qn'ils ont ajoutö äTalgAbte de DIophante, tant en Inven- 
tant de nouveaux procddds', qu'en proposant des probltaes de 
degres plus dlev^s. 

4*^. Qiie jiisqu'a la fm du jf« si^^cle ils ont i»nore les metho- 
des d'analyse iiidetertnin^e qu'on trouve chez les Indiens. 

Ö^. Que les travanx de Fibonacol a'ont pas le degr^ d'origi- 
fialit^ qa*on a et^ tentö de leur attrihuer ; mais qa'ils sont en grande 
partle empruntös aus Arabes» et particuli^remeat i AilKarkbi, 

Wir müssen uns leider hier mit der \ orhergebondoii kurzen 
Ans&eige dieses neuen \\iclitiL;en lieitraus /ur Geschichte der Ma- 
thematik, wofür die Leset itüt uns Herrn iJr. Wüpcke den wärm' 
sten Dank sagen werden, begnügen, raachen aber nicht bloss in 
allgemeiner historischer Besiehnng die Leser auf denselben auf* 
merksaro, sondern auch in mathematischer Beziehung tvegen der 
grossen Anzahl interessanter Probleme, die Herr Dr. Wüpcke 
aas dem von ihm entdeckten wichtigen Werke hier mitgetheilt hat. 

MÜ»e Herr Dr. Wüpcke nicht eiiuiulen, das lange brach ge- 
legene Feld der Geschichte der iMathenjatik fortdauernd zu be- 
bauen, wie er so ruhniv(ili angefaneeni Dass hier noch viel zu 
ernten ist, lässt sich nach den bisher gemachten Funden kaum 
bezweifeln, und Dank und Anerkennung Seifens der Mathematiker 
konnef) und ^> erden solchen in jeder Beziehung trefflichen Bestre- 
bungen nicht fehlen. 

•' Aut dem' Titel trägt das Werk den Zusatz: „Imprimö par 

a u t or is a l i () n de TEnipereur, a 1' i m ]i r i ine ri e imperiale**, 
woraus das Interesse hervorgeht, welclies die Kaiserlith franz«?- 
sife»cbe Ilegierung au diesen Publicationeji ans den reichen Schäden 
ihrer Bibliothek nimmt, und die Förderung und Unterstützung, 
weiche sie denselben in liberalster .und ruhmreichster . Wdise m 
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Theil werden Ifisst, wofiir die Mathematik, welche in Frankreich 
Yonr jeher^ voraüglich aber eett der Zeit Napoleon L bis jetzt, sich 
einer gr5saeren Fdrderniig eU iit gleieber Weise lo weo^ anderen 
Lindern sn -erfreaen gehabt bat» der KaSeerlich firaozSeiechee 
Regierung an dem gtOaafen Daebe eicb auf das Lebfaalteete Ter 
pflichtet halten .nmee. 



Systeme, Lehr-* und Wörterbücher. 

Lehrbuch der Mathematik filr den Schul- und Seibat- 
nnterricht bearbeitet vdn J)r. Hermann Geriach, Leb* 
rer der Mathematik und Physik an der Handelsschule 
au Dessau. Erster Curaus der Arithmetik. Elemente 
der Plnnimetrie« Dessau. Kata« 1853. 8. 2 Bündchen. 

Dieses im Allgemeinen nur kurze» aber doch ziemlich reich- 
haltige Lehrbuch muss von der Handelsschule zu Deaaan, für 
welche es jedenfalls zunächst bestimmt ist, einen sehr TertheU- 
haften Begriff erwecken. Bei aller Eihfachheit der Darstellung ist 
der Strenge nirgends etwas Wesentliches vergeben, und besonders 
in der Geometrie findet sich ein grosser Reichthum yon Uebung» 
aufgaben, -die» so wie das Btfchleln tiherhaupt, auch anderen Leb- 
rem zur Beachtung empfeblen werden können. 



Arithmetik. 

El em eil tarny Wy k ! a Matematyki przez Janakan- 
tego Steczkowskiego, Professora Wszechnicy Jagiel- 
lonskiej. Cze££l. Arytmetyka. W Krakow ie. 1851. Caeicll. 
Algebra. W Krakowie. 

Wenn wir uns auch niclit rühmen dürfen, der pohlischen Sprache 
so weit mächtig zu sein, um das vorliegetide Werk voIUtaiulig 
lesen zu können, so ist uns doch das allgemeine Verständniüs 
desselben mit Hülfe eines Freundes sehr wohl miiL^Uch ceworden, 
was wir ausserdem namentlich auch der Allgemeinheit der mathe- 
matischen Zeichensprache verdanken, von welcher natürlich in 
diesem Werke in sehr ausgedehnter Weise («ehrauch gemacht ist. 
l'/iiie Anzeige dieses Werkes iielern wir aber in diesen Uterarischen 
Berichten um eo lieber, weil in polniacber Sprache yerfaaste w^iht' 
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MtMiebe .Werke im GanaeB niclit liftnig «Ead» die yleltn 
. geseichnetee -Metbenifttiker» wie >• B^; um mir ein Pur «a neenet^ 
der treffliche SDi.adeeki*), Poczobntii. A. j welche die Polen 
immer beee^seo haben» eicb bei ihren VortrSgen wobl Tlellkeh 
firanzosiecber. L^hrbficber als Compendien' bedient haben. 

Das voriiegeode Werk ist jedenfalls ein sehr gründliches und 
voIJständiges Lehrbuch der Arithmetik und Algebra in äiisserat 
deutlicher Darstellung, so dass wir nur bedauern können, daae 
es dem Herrn Verfasser, was, nach dem aligeroeineD Titel zu 
urtbeilen, jedenfalls seine ursprungliche Absicht war, bis jetat 
nicht möglich , gewesen ist, auch die übrigen Tbeiie der ait- 
genannten Elenmiitar- und vielleicht auch der höheren Matbema* 
tik in gleich ansprechender und lehrreicher Weise zu bebandeln« 
Um dem Leser einen Begriff von der Reichhaltigkeit dieacsa Wer- 
ke« an verach^ffen» wollen wir im Folgende seinen Inhalt etwas 
genaaer angeben« 

Der erste Thell enthält ausser den cjewühnlichen arithmeti- 
schen Lehren, die sich in jetlem Lehrbuche linden, lehrreiche 
allgemeine Betrachtungen über die Theiler der Zahlen, die uns 
besonders angesprochen haben, und eine t^elir ijrnndlithe Behand- 
lüfig ist auch den Üecimalbrüchen , zu(?lelch mit Hücksicht auf die 
abgekürzten Kechrmngen, viiid flca Kettenbrüchen, deren Anweh- 
dung zur Wurzelausziehung auch gelehrt worden Ist, zu Theil 
geworden. Die Combinationslehre ist für den beabsichtigten Zweck 
ziemlich vollständig behandelt worden» und bei dem binomiseben 
Lehrsatze hat der Herr Verfasser auch dessen Anwendung *«ttf 
die Wurzelausaiebang in sehr instructiver Weise, wie man die^^ 
^jenstand nor selten behandelt findet, s^eaeigt, so wie nateb mi- 
serer Meinung im Allgemeinen als ein Vorzug dieses Lehrbuchs 
jedenfalls herrorzubeben ist, dass dasselbe mit sehr richtigem 
Vakte und grosser Umsicht auch auf die Anwendungen surael^eht» 
welche sieb von den theoretischen Lehren in so reichem Maasse 
machen lassen. An das Binomial- Theorem schliesst sich efaie 
fcorae Behandlung des polynomischen Lebrsataes an, und hierauf 
folgt die hl theoretischer und praktischer ROeksIcht auf gleich ^i«- 
afiglicbe Weise behandelte Lehre von den Logarithmen, wobei 
auch die Elorio|itung und der Gebrauch der Gauss'schen Tafeln 
sehr deutlich gezeigt worden ist Den Beschluss dieses ersten Theiles 
maeht die Lehre ▼on den Proportionen und derefj Anwendung auf di'* 
spgenannten höheren ]^raktischen Uecbnuogsarten« weichem U^- 

Der aber auch «elbat mditere in potaisehsr Spnohs «eKfiwa|e 
mathematiMbe LohMcher hseaetgCBebsn hat 
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teren Gegenstände gleichfaHs eine sehr gründliche und umfassende 
Dehandiung zu Theil geworden ist; > 

Der zweite, die eigentliche Algebra, d.h. die Lehre von den 
Gleichungen und deren Anwendung, enthaltende Theil beginnt niii 
einer kurzen Geschichte dieser Wissenschaft und der Entwicke- 
lüng fhres Begriffs. Abweichend von dem gewohnlichen Gange 
der algebraischen Eiementarbflcher werden dann zuerst die wich- 
tigsten allgemeinen Eigenschaften der (ileichnngen bewiesen und 
We hauptsSchlichsten Transformationen derselben gelehrt, was 
WtfirKch von dem Standpunkte der strengen Theorie au» nur voll- 
ständig gebilligt werden kann. Dem Rationalmachen der Gleichun- 
gen Ist besondere Aufmerksamkeit gewidmet worden, und wir sind 
dabei auf viele Susserst lehrreiche Beispiele, an denen das Werk 
überhaupt reich Ist, gestossen, die wir [^ehrern der Mathematik- 
dringend zur weiteren Beachtung empfehlen. Dann folgt die Auf- 
lösung der Gleichungen des ersten, zweiten -— diese auch mit 
Hülfe d«r Kettenbrüche — und dritten Grades mit einer unbe- 
iK$pnten Grosse, und die Auflösung der höheren Gleichungen /n/V 
«iper unbekannten Grosse durch Näherung, welchem letzteren 
.Gegenstande besondere Aufmerksamkeit gewidmet worden ist 
{fiexan schliesst sich die Theorie der Elimination iüv Gleichungen 
des ersten Grades und, weit «usführlicber als in den meisteD 
deutschen Lehrbüchern der Algebra, für Gleichungen höherer 
Grade, so dass wir auch die Behandlung des letzteren Ge;;en- 
(Standes zur Beachtung besonders empfehlen können. Dann wen- 
i4^t sich der Herr Verfasser zu der unbestimmten Analytik und 
Icommt endlich zu einer ziemlich ausführlichen Darstellung der 
jPilff^enzeiirechnung, welche sodann in vortrefflichster Weise zur 
£ntwickelung der Theorie der arithmetischen Reihen der ersten 
und höherer Ordnungen « zur Summirnng der Reiben der Poteuzen 
der natürlichen Zahlen, der Berechnung der Kugel häufen, auch 
.«-r- was wiederum s^hr mit Unrecht nur selten in Schriften dieser 
A^rt geschieht — auf die Theorie des Einschaltens, überall durch 
vielfache Beispiele erläutert, angewaudt wird. Den Beschluß 
^acbt die Theorie der geometrischen K'eihen und deren Antveo- 
dung auf die ^jns- un^ Rentenreehming. 

Es hat uns besondere Genugthuung gewährt, dieses in 
mehreren Beziehungen, namentlich durch den Reichthum lehr- 
Hp^er Beispiele und seine höchst instructive Richtung auf die 
^'"^freiche Anwendung der Theorie ausgezeichnete Werk unseren 
Les^ hier etwas näher bekannt machen zu können. Auch der 
'polnis^en Sprache ganz unkundige 
yon den'^ieleD \e\irte\cYiei\ ^etVviiWi^ 
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len- oiiaerer i«%ftbeii«amiDiMiigtti feblen, bei Unterri^Mn 
vfeir««li9o xweekniäMigeD Gebrauch ipaplMn kunnen.. f^^T 
tfobra wir der .p^loliKciiep tnathamatiisclieo LiteratuK cu dein B»» 
eiiwa ao auagazcicbaetett I^t^acba» uad Ißlfick wOnaebaD 
wir dar Univeraitit aa Kraka« .au/ Am Beaitza amaa ao apsgflr 
aeftehnaCaii Lelwer?, wie dea Harr» Varfaaaora dia«fi# Werkafft., 



Geometrie. 

Sammlnn;^ vot* «»tereometriischen Aufp;ahen. Für 
Gvninasirti uii (1 G r \v e r h e H ch u I e n bearbeitet von Frie- 
drich Hotinanii, Prolcissor der Mathematik am L Gyiu* 
naaium zu Bayreuth. Bayreuth. Grau. 1854. 8. 

Dia empfeblenawarthe Saoiiiilung algabraiacber Aufgabeu^des 
Herrn Profeaaor Hof mann ist Im Literar. Ber^ Nr. LXXVI. iina 

LXXXVIH. angezeigt, und es sind dort zugleich die Principiea 
angegeben worden, welche den Herrn Verlasser bei der Heraus- 
gabe dieser Aufgabensamndung geleitet haben. Die vorliegende 
Sammlung stereonietrischer Aufgaben if^t als eine erste Fortsetzung 
jener algebraischen Aufgabensaiinülung zu betrachten, und im All- 
gemeinen i;anz nach denselben Principien bearbeitet, auf welche 
vv'ir daher hier nicht von Neuem einzugehen brauchen. Die x\n- 
zahl (lit^ser stereonietrischen Autgaben ist sehr gross und beläuft 
sich auf 534. Dieselben haben zum Theil sehr zweckmässig eine 
auf das Praktische gerichtete Tendenz, und auf den Gebrauch des 
Decimal- und Duodecimalmaasses ist gleichmässig Rflcksicht ge* 
HOmiBian worden. Auf unreine quadratittche Gleichungen fuhrende 
Aufgaben sind durch ein vorgesetztea Sternchen (*) bezeichnet^ 
doch führen auch nebrere der nicht so bcieichneten Aiu(i|aben 
auf aolche Gleickuagan, wenn die Unbekaonten nicht auf dia|^* 
a^etste Weiae gawjIbJt werden; ein groaser Theil der .qvadnillr 
adhan Gleichungen giebt ri^tion^la Reaultate. Der InbaU jia^h 
aaineii Haaptabacbnittan iat folgeiider: 1. Würfel« . II. ,Papyille^ , 
pipedoD. Ul. Priama. IV, Cjünder^- V.r Pyramide.. VI« Kagjeli 
VIL Abgekarzte Pyramide. VIII. Abgekürzter i^agel. lii; Kagelt 
X. Kugel -Auaacbnitt« Abachnitt und Zone. XI. Regelmässige 
Kdrper. XIL Vermii^chte Aufgaben. 3tlll. Stereometrlache Auf- 
gaben yein' dritten oder vierten Grade. 

. Eheu 80 wie diaSamnluag algebraischer Aufgaben hiaU)«n 'wir 
WMßk iüea^i Smaiilpag ateoiotuakiadier. A«%abea ia»««ii »da» 
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treflenden CDterricht selir zn fordern geeicrnetes Hfilf«mhtel und 
macheti dah«r alle Lehrer aof dieselbe aufmerksam, iod^m wir 
zagleicb, ebeaso wie bei den algebraiüichen Aufgaben, den Wunsch 
aassprechen, das« es dem Herrn Verfasser gefallen möge, aoch 
die Resaltate der Aufgaben, welche die vorliegende Sammloog 
noch nicht enth&lt« bald in einem besonderen Hefte zn veroffent- 
liehen, wofür sich ihm alle Lehrer gewiss zu Dank verpflichtet 
halten werden. • 



Cebangsanfgaben Ober die Anwendung der Lehre 
▼om Maximum und Minimum auf die Kegelschnitts* 
linien und die Theorie der ebenen Cnrven fiberhaapl 
Von Johann Rogner. Aus dem Jahresberic h te der st st 
Ober-Realschule in Gratz für das Stndieojahr l^i 
besonders abgedruckt. Gratz. Kienreich. 1854. 4. 

Die Anzahl recht zweckmässiger und instmctiver Aufgaben 
fär die Lehre von dem Maximum und Minimum ist nicht sehr gros«, 
und jeder neue Beitrag dazu ist mit Dank aufzunehmen. Hen 
Professor Rogner an der st. st. Ober -Realschule zu Gratz Ii 
in dem vorliegenden, eine weitere Verbreitung verdienenden Pro- 
gramm einen solchen Beitrag geliefert, auf den wir die Leser 
unserer Zeitschrift, namentlich die Lehrer der Mathematik, auf- 
merksam zu machen nicht unterlassen. Die Anzahl der mitgetbeil- 
ten Aufgaben ist 14; sie alle mitzutb eilen, fehlt uns hier der RaDD, 
weshalb wir uns mit der ersten und letzten begnügen: 

Auff^abe I* Es seien ein Kreis und auf densel- 
ben zwei Punkte gegeben. Man bestimme die Lage 
jener Tangente, auf welcher von den verlängerte« 
Ordinaten jener Punkte das kleinmoglicbs te Segment 
abgeschnitten wird. 

AnTf^alie XTF« Man soll aus einer gei^ebenen El- 
lipse durch eine Parabel und die, durch die Durch* 
Schnitts pu nkte beider Curven bestimmte 8ehne die 
grosstmogliche FiSche schneiden, wobei der Herr Verfas- 
ser, wie aus der Auflösung hervorgeht, annimmt, dass die gesuchte 
Parabel durch den einen Scheitel der Ellipse gehen und mit der- 
selben die Uauptaxe gemein haben soll. - r»- 

Neu scheinen die Aufgaben alle zu sein, und die Auflusungeo 
^•^riedigen vollkommen, indem auch der zweite Differentialquotient 
flbe^l vollständig entwickelt, und mittelst desselben das Maxi- 
nnm ^cl Minimum gehörig von einander unters 
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Da nacfj ilfMi» Vorwort der Herr Verlasser diese Aofgaben jeden- 
falls auch tür seine Schüler he^linimt zu haben scheint, so legt 
dies zugleich Zeusrniss ah, das» die Mathematik auf der «t. 8t 
Ober- Realschule zu Gratz bis zu einer ziemlich befrächÜicben 
Hube mit steter Rucksicht auf Anwendung getriebeo wird^ wozu 
wir dieser Lehranstalt unter der Leitung eine« ao ansgezeich' 
oeten Lehrera» wie das Merni Verfaaaera, nur fiHflak wfla- 
tcbeo koDaea. 



Trigonometrie. 

Die Elemente der ebenen und sphärischen Triga- 
Rometrl«. .Nebat Tielea Aufgaben. Vaa Dr. T. Franka» 
Profesaof «ad aweitem Director der polytechnische» 
Schale an Haanaver. Mit einer Kapfertafel. Zweite 
fainehrte Aaflage. Uannaver. H^lwiag. 1864. & 

Ein deutliches und ziemlich vollständiijes , dio ^oiiiometrischen 
und cyclometrischen Reihen jedoch nicht enthaltendes Elementar- 
Lehrbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie, das nach 
einer gemischten, theils geometrischen, theils analytischen Me- 
thode verfasst ist und auch eine ziendiche Reibe von Aofgaben 
und eine hinreichende Anzahl ganz vollständig ausgerechneter nume- 
rificher Beispiele enthält, fla enthält auch daa L egendre'sche 
Theorem, jedoob noch ganz eben ao bewieaeauadaatwickelti wieacbon 
Legandre tbat, obgleich man jetat viel beaaere and lehrreichere 
Beireiae beaitat; auch Ober den Flächeninhalt aph&riacber Urel- 
ecke ist das I9vthige betgebracht. Anirallend ist ea> dasa der 
Herr Verfaaser die neuesten Bearbeitungen der aphlriachen Tri- 
jpnometrie gänzlich ignorirt hat, wodurch die Darstellung dieser 
Wissenschaft so ungemein erleichtert und vereinfacht worden la^ 
htk zur vollstSndigen Entwickelung der Grundformefn jetzt ein 
Paar Stunden ausreichen, und der (üebranch des so lafalen Sup- 
plementär -Dreiecks j^anz unnöthig gemacht wird. Das völlige 
Ipnonren dieser neuen, anerkanntermassen einen ^resenflichen 
Fortschritt hedinj^enden Dai>tellunrrs\veise ist aber \\\w so nuffal- 
lender, weil schon eine nicht lm i iijn;e Anzahl von Schriften er- 
schienen sind, welche sich die weitere Entnickclnni!; dieser neue'' 
Methode der Darstellung der sphärischen Trigouoinetrie zur ga^ 
beton d fern Aufgabe gemacht haben, woraus der Werth de*''^ 
^rvofgahi» "Welchen die Lehrer der Mathematik auf dies'*^^. ^'^^ 
legen geneigt sind, ein Ignoriren derselben daher kün^S iw^ui 
ntbr atalthafl aeia dfirfla niid jda eia Eäckaehritl betr«^^ 
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Astronomie. 

DIä Astronomie und die Astronomen seit dem Jahre 
1845. 1 rn Lichte u n '! Schatten unserer Zeit h et rächt et 
voo eineni Astronomen, hely^ig, HeuimelmaDD« 1554. & 

Ein mit Sacbkeontiiies verfasstes, höhere AnsprSehe nidt 
machendes» recht wobifcemeintes Scbriffelien , wdchcs wir auch jun- 
gem Mathematikern zur Lccture empfehlen, indem sie aus demiielheo 

in der Kürze ein im Ganzen zieniilcb volUtnndises und deuilkh s 
Bild von den wichtigsten Arbeiten, welche .seit dem auf de« 
Titel genannten Jahre rmt <lpm Felde der astronomis» hen Wissen- 
ffch.-ift« II 10 theoretischer unii praktischer RücksicüK geliefert wor- 
den »liid, «ich verBcbaffen können. 



Vermischte Schriften. 

Sitzunirsberichte der Kaiserlicfien Akademie der 
W Usenschatten zu Wien« (S. Liter. Ber. Nr. LXXXVii* 
a 12.) 

Jabr^anf^ 1863. XL Baad. 3. Heft S. 464. Seh od lein: 

UebMT Farbenver.Huderunf^Q. — S. 492. Fritsch: Ueber Schnee» 
5 stiren, — S. 499. Fritsch: Weitere Belejre für eine seci ä e 
Aenderun^ der Luflteniperatnr. — S. 504. Pohl; Beiträge zur 
Pntlwi»5 der Milcn'sko|>e (sehr iiründÜche und heachtensirerthe .\b- 
liaiiaiu«5i.) — S. flU. tvenni^ott: Minera!<»i:i>che Notizen. — 8. 632. 
Pohl; Ueber Sacharometer, deren Anlertianni; mul Priiriinir. — 

'C4, Pur i?i>f Ii : Fchor den Meteorstein - Ni'-de'-rall unweit Mero- 
>Iauara«i «?» Sieheiihui ijt'n am 4. Septenrher rs52. — S.fiTa. Parfseh: 

.»^^nt ^i'> ioiii üititlithen Berichte über den am 4. September 1832 
** H^-M;ä4Mfm im Siebenbürgen atat^babten Meteeriten-FalL 

iire«tt||Ma XI. Band. 4. Beft S. 730. G in tl: Schrei- 
^ tieffm P<Nkle&4ktur Zantedeschi über die Fiistenz und die 

* .M«^tri<»«.beu 8tr{ime, u<lcho in lien Teleirrapben- Lei- 

. aict %%ii«4^a« — a 7;J5. Lttuow: Ueber 4a« all* 
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gemvine Nirwii ^ Mem. — & 743. Littrow: Die CulsiM* 
tiMspndcte der Sstlicben CMlnl-AlpM. — 8. 760. Kenogott: 
HhertlogbclM NeHsen. - S. 773u Fritsekt Aie LaaiMpcni- 
tv «Mgt Q»d*lallt biiweii ekitr aiuilogen eilQihrt|9M Pdmde, in 
wdcher sieb die SonncnfledieD TernÜBdani mmI Teniehm. — 
S.774. Bericht des w. IL Heini Prof. Petxvsl Iber eise Abbaad- 
InB^ des Herre Ober-lngenieors Joban» Aresri (belrifl dss 
folgende, von Herrn Arcari gelfiste Probien: „Es seien frei im 
Räume die zwei Massen m und M tm Zustande der Ruhe, es sei 
a ein materieller elastischer Verband ohne Gewicht, dessen ur- 
sprüngliche Länsre c'eich n ist , es sei Q eine il ritte Masse, welche 
mit der (iesch^\ indiiikeit c in der Richtuni; mM die letzte Masse 
M so stiisst, dass eine Verfan^cran? x des Verbandes a binnen 
der Zeit t crfolizt, und es s> '\ die IJfwoLiiinir ^on m und 3f anzu- 
geben." Der Bericht des Jierrn Prolessor I^etzvat spricht sich 
in sehr sachkundiger Weise über die Arbeit des Herrn Area ri 
ans.) — S. 817. G railich: Bewegung des Lichts in optisch ein- 
ttigen ZwiUingskrystaileo. 

Jahrgang 18S3. XI. Band. 5. Heft S. 94a Vintscb- 
gao: Ricerche solla strottom microscopics della Retina dell* Uomo, 
degli Animali vertebrati et de Celalopodi. — S. JÜ06. Unger: 
Einiges über die Organisation der Blätter der Victoria regia Lindl. 
— S. 1015. Haidinger: Die jrröne Farbe der oxalsauren Eisen- 
oxyd- Alkalien ond die weisse Farbe der EiseDowd Alaune. — 
S. 1023. Engel: Leber die Eni« ickeliing des Aimes und des 
Gehoromanes. — S. 1052. Oeltzen: üeber die Bahn des Pla- 
neten Thalia. — S. 1Ü70. Brücke: Üeber den Dichroismos des 
Blutlarbestofis* 

Jahrgang 1854. m Band. 1. Heft. S. 3. Haid'inger: 
Beitrag znr Erklärung der Farben der Polarisationsbfiscbel dercb 

Beugung. — S. 9. Haidinger: Tabelle der Eisbedeckung der 
Bonan bei Galacz in den Jahren 1636 bis 1853. — S. 11. Horo- 
itein: Bestimmung der Bahn des ersten Kometen vom Jahre 
1853 aus sänimtlichen Beobachtunfren. — 6. 22. Kenngott: Mi- 
neralogische Notizen. — S. 44. Littrow: Bahnnäheii zwischen 
den periodischen Gestirnen des Sonnensystems. — S. 80. Pohl: 
Physikalisch -chemische Notizen. — S. 113. Oeltzen: Verglei- 
chungen zwischen den Zooeobeobachtangen ¥on Besse! uni' 
Argelander. 

Proceedings of the Royal Society (London.) 

Wir hoffen in den Stand gesetzt zu werden, unser 
TOD jetzt an iu uauuterbrocbeiier Folge eine Anzeige ** 
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ceedines** derKöniul. Gesellschaft der Wissenschaften zu London 
liefern zu künnen. Wegen der grossen Wichtierfe^it dieser Proceedine», 
und weil dieselben wohl weniseu Lesern unserer ZeitschrÜl zu Gesicht 
kommeo dürtten, werden wir den Inhalt derselben steti» folktao- 
dig angeben, olMe bcatinmte Rucksicht anf die dorch das Archiv 
vertretenen WisMosehaften , weil doch vielleicht fiir den «isea 
oder andereo Les«r a«ch eine botanbcbe, chemiscbe v. s. w. Alb* 
handloiig vm Interesse sein Icuonte, wobei wir jedocb erinoero, 
dass 006 Bur 1* weMgen Fällen der lUnn 
Berichte erlankeo wird» mebr nie die Titel dar 
so geben. 




Vol. VII. No. I. p. 1. Continuation of a paper od Square 
Nambers etc. read Dec. 22. 1853. 6y Sir Frederick Pollock. 

p. 4. The iirst part «f a paper «»On a Class of Differential 
Equations, iDcluding (hose which occur in Dynamtcai Problems.** 
By W. F. Uonkin, Savilian Professor of Astronomy in tbe Gai- 
versity of Oxford. Der Herr Verfasser sagt am Anlange dieses 
AnfsatBaa: «»Tbla paper is iotended to contain a dineasaioB of 
•ene propertiea of a das« of mnitaneoiis differential eqaatioBS 
of tbe first Order, indading as a particolar caae tbe form (whicb 
again indades the dyoamlcal 'eqoafioos) 



j j-^ ^''^ 



f •••• 



where Xi . ..,Xmy yx t/n are two sets of n variables eacb, and 

aceents denote total diflerentiation with respect to tbe independest 
variable ^; Z being any feoction of X| etc., ^| etc.> which may 
also contain I explicttiy. — p. 8. On the Growtb of Land SbelU. 
By E. J. Lowe. — p. IL Note on the Decomposition of Sulpho- 
ric AcidMy PenUcMoride of Pbosphoros. By Alexander Wil- 
li am aon. ^ p. 16L On a new and more eorrect method of deier> 
mining tbe Angle of Apertnr« of Blicroscopic Object-tilaases. By 
W. & Glllet. p. IS. On aome new Conponnda of ffcenyl* 
By Ainander Wlltiamaon. 

Vol. VU. No. 2. p. 21. Kola en an ladi»tion of deptb of 
Pnmaeval Seas^ afforded by tbe remains äfcaloar in Fossil Xcsla» 
^cea. By Edward Forbes. — p.24. Note on tbe Meltipg-p^t 
^d Tranafermationa of Bnlpbnr. By B. 0» Bredie. — p. 
\the Stmctore and Affioitlea of Trigeaocaipon (a ÜMail frait ^ 
'^'^-meaaurea). By Joseph D. Hooker. p. Oa a 
^^"^x ikmii«ameal of tbe 9ai«alfeiw Byalam bi Teiahmtda 
^ ^n olber Bradiiopoda, By V^. B. Carp^oter. — p. 37. 
" * WSSflriea af Snipiraietied Adds. By 1)?. Aug. Kek«l^ 



th( 



\ 



Digitized by Google 



Uurmrtuktr Berfcht XCL 



l 



Literarischer Bericht 

xci. 



Ariihmetik, 

Elemente der niederen Analyaie. Vee Dr. Riehard 
Bees, Lehrer der Mallieniatik an der Gewerbeaclin|e 
10 Plauen. Mit 1 Figarentafel. Plauen. 18S3. 8. 

Wir erkennen bei diesem Schriftchen« da« für den Unterricht 
iD der ersten Klasse der Gewerbeschule zu Plauen als Leitfaden 
za dienen beetinimt ist, das löbliche Bestreben« die Elemente der 
sogenannten algebraischen Analysis im Geiste der neueren stren- 
geren analytischen Methoden » die baupts&chUch immer auf den 
Begriff der GrSnze zurfickgeben nod z« B. die ganz yagen und 
mtrerfltcben Entwlckelungen mittelst der sogenannten unbestimm- 
ten CoelBcienten ganz verschm&hen, darzustellen, gern und be- 
reitwilligst an. Mit der Art und Weise aber, wie der Herr Verf. 
diese neueren Methoden in Anwendung bringt» können wir keines- 
wegs überall einverstanden sein. Auf eine ausftihrlichere Kritik 
uns einzulassen, gestattet hier der Raum nicht und würde auch 
durch nie Bedeutung des Schriftcheiis nicht gerechtlertifjt erRchei» 
Den. Um aber unser Urtheil doch auf irgend Etwas zu basi- 
ren, wollen wir nur bemerken, dass am Ende des Schriftchens 
der Herr Verfasser sich auch mit dem Taylor' sehen Theoreme 
beschäftigt. Ausser an seinem sogenannten Beweise desselben, 
in der Art wenigstens, wie er denselben darstellt, müssen wir 
billig auch schon an dem Ausdrucke, auf welchen der Herr Ver- 
fasser den Satz gebracht bat, Anstoss nehmen. Derselbe lautet 
aSmlicb bei dem Herrn Verfasser wie folgt: 

„Ist f {j: f h) eine in dem Intervall bis x-^h stetige Fune» 
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tUm, die MteOranea alt > ■ttgriffen , sM ferner die eiam- 
liebeo UerfvatiMien /'(x), /^V)« /*(^)* ebeofalU neTiariilirl, 
10 gilt die Gleichung 

ee tenge» ab die Reitie reebU eeovergirt" 

Ja freiliebbai die Reihe rechts immer eise t^etrifise Smnne, 
ee lange aie con%er^rt! aber ob diese Sanne m alles Fällen der 
Coovergen/ der Reihe aoch wirklich f{x-^h) iat, wie der Sali 
bei dem Herrn Verfasser behauptet, das lileiht gewiae eehr frag- 
Hell ttod wird am allenrenigateo durch den aogenaaDteo Bewda 
dea Herrn Verftaaera la'a Lieht geafellt Daaa die Seoiroe wiA- 
lleh f{x-^h) iat« gebt vielmehr in allen Fällen erat ana einer aalir 
•ergflilUgen Diaeotirnng dea der Taylor'aehen Reihe beiznfögea- 
den aogenannten Reatea deraelben mit ▼rdliger Beafimmtfaelt he^ 
Tar» aber nicht aua ihrer bloaaen Convergena nach den gewoha> 
lieben Bedingungen deraelben. Von dieaem Reate, deaaea 
aorgftitige Diaentlmng mm einmal bei der Tayler'aehen und 
Macl aurin'aehen Reihe nicht um^ani^en werden ea kSnnen 
ficheint, ist aber bei dem Herrn Verfasser in höchst aufialiender 
Weise mit keinem Worte die Rede, und sein ganzes Gerftle über 
diene Heilmn ist daher ohne allen Grund und Halt. Wir glauben 
sehr \M)lil die Quelle zu kenneu, au« uelolicr die laL^rln n Vor- 
stellungs- und Anstiiauungsweisen des Ficrrn Verfassers urijpriing« 
lieb stammen, wollen aher darüber ein hier nicht weiter 

verlieren, hi^'lüMi uns jetioch liir \ erptlichtet , (]♦ ri fiesem in Be- 
zug aul dieses liiichlein grosse Vorsicht anzuempfehlen, und sie 
zu bitten, dem Herrn Verfasser ja nicht Altes auf sein Wort zu 
glauben. Eine strengere und weiter ausgreifende Kritik zu bean- 
spruchen, scheint uns das Büchlein» wie sehen erinnerti nicht 
hinreichende Berechtigung au haben. 



Geometrie. 

Grnndaügo der (toometrie des Haasses. Ein Lehr* 
bnch von Dr. Dakar SchlOmllch. Erster Theil» enthal- 
tend Planlmtlrl« und ebene Trigonometrie. Zweite 
Auflage« Zweiter Thell« enthaltend Stereometrie, Ke- 
gelacbnitte, aphMrlarbe Trigonometrie und deacriptive 
Geometrie« Mit In den Text eingedruckten Holaachnit* 
te». Eleenaob. Bidteher. im. a BeldeTbelle2Thb;]5Sgr. 
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Wir freue» «m» dm das gfinetige Urtlieil» weldm wir im . 
Uterarischen Berblite Nr. LIV. S. 751. «ber den mteii Tbell dle- 
aer „GmadsOge der Geometrie dea Maaaaea" gefiUU haben« inao- 
fera eine Beatfiligung gefunden bat» ala ron deouielbeA adhea 
jetst eine nene Auflage eiaebienen und dieaen Theile eio awei- 
ter« die Stereometrie und damit Ferwandle Gegeaatinde entbai* 
teoder Tbeil beigefügt Worden iat Der erste Theil hat In dieser 
zweiten Ajiflage mehrere Zusätze und Verbesserungen erbalten, 
weiche der Herr Verfasser in der Vorrede aiigiebt und die iius- 
8ere Ausstattung ist in zwecLnuissiger Weise daliio abgeändert 
worde n, dass, wie auch in dem zweiten Theile, die Figuren in 
recht gut ausgelüiiiten Holzschnitten in den Text eingedruckt wor- 
flei) sind. Der liihait des /weiten Theils ist auf dessen Titel 
angezeii^t, und wir können den Lesern die Versicberui)^ gebeo» 
dass sie in demselben eirie gleich ansprechniilo Darstelhiiic: und 
Klltv^ i< kelung der 8tereometri«»chen Partieen der Geometrie üoden 
werden, wie in dem ersten Theile der l^iantnietrie zu Tbeil ge- 
tvorden ist, w obei aueb manches dem. Uerrn Verfasser Eigeothfloi- 
liche vorlLomnat. Besonders anerkennen intfssen wir in Bezug auf 
dieae» aweiten Theil drei Dinge. Eratens hat der Herr Verfas- 
aar nit aebr riebtigeni Takte und genauer Kenntniss der Bedilrf* 
Bisse dea neueren matheniatiacben Unterrichts, beaondera auch 
a«f den au onaerer Freude immer mehr an Bedeutung gewinnen- 
den» eine mehr prafcttaehe Kicbtung verfolgenden Lehranatallea« 
eine recht gute Daratellung der Elemente der deacriptiven Gao- 
uMlrle In aein Buch aufgenommen. Zw alte na freoen wir unUt 
daaa er der ayDthefiachen Daratellung der Lehre von den Kegel- 
aohaitton eine eben aolche Bedeutung für den nathematiacheii 
Cnterrlcht beilegt, wie wir aelbet von jeher au thun gewehat ige* 
weaen sind, und deahalb auch eine aolche Daratellung dieser Lehre 
in sein Buch aufgenommen hat, wobei wir jedoch Folgendes zu 
bemerken uns erlauben möchten. Oer Herr Verfasser bat die 
Kegelschnitte gleich von vorr» fierein aus dem Kegel entstehen 
lassen, wie z. B. auch schon Apoll onius getban bat, und manche 
englische Schriftsteller, die bekanntlich in dieser Beziehung als 
Muster zu betrachten sind. IS1( Ii t wenige andere englische iScbrift- 
steiler flehen dagegen von der Entstehung der Kegelschnitte in 
der Ebene aus, und zeigen nur zuletzt, dass die betreffenden 
Linien auch mittelst Durchschneidunj?; eines Kegels erhalten wer- 
den können. Dieser letztere Weg bat nach unserer Erfahrung 
för den Unteriicbt sich immer zweckmässiger erwiesen, tbeils 
daramy weil auf demselbeu der ae wichtige Begriff des geome- 
triscben Orts dem Schüler aich am Deutlichsten zur AASchauttag 
hiMigaa llaatv und weil ferner auf dieaem Wege die Lehre ven den 
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Kesels^nhteo sieb imm'ittelbar ao die e^ese Geooietrie aMckliesd 
ood za sehr vielen, brkbst zweckmässiren Uebo ag e a m der leb- 
tereo Vcraola^song eiebt Jedenfalls Ut auch die Etsensckaft 
Linieo des zweiten Graftes, da^ sie sich aas dem Ke^el sckia- 
den oder als KeizeUchnitte betrachten Ussea, eine nur seanün 
oder abgeleitete Eizen^haft dieser Corren, wie wohl an Bestei 
aas ihrer aoalvtischen Theorie bervorsehen durAe, and scM 
daher nicht eanz geeignet za sein, an die Spitze einer Theorie dersei- 
ben gestellt za werden, wenn auch, wie schon erinnert, dem Hern 
Terfasser sehr berühmte Namen in dieser Beziehong zar Sehe 
stehen. Aach erkennen wir die Eleganz der von dem Herrn Vtr 
fasser in seiner Weise gegebenen Üarstellao^ gern an, ooter- 
drücken aber aof der anderen Seite den Wunsch nicht, da$s es 
einmal einem tüchtigen Mathematiker und Lehrer gefallen möchte, 
eine möglichst kurze und elegante, ganz für die Zwecke des £i^ 
mentar-Unterrichts berechnete synthetische Darstellung der Leh*f 
Ton den Kegelschnitten in der ¥on uns vorher angedeuteten Weist 
za liefern, die ans noch zu fehlen scheint, and gewiss selbst ib 
dem Archive gern Anfnahme finden wurde, vielleicht unter Ver- 
anstaltung eines besonderen Abdrucks für die Zwecke des li- 
terrichts. Drittens endlich hat der Herr Verfasser in der sibi- 
rischen Trigonometrie die frühere vielfach unbeholfene Darstelluo; 
mit Hülfe des Supplenientardreiecks u. s. w. ganz verlassen, ur' 
sich, bei übrigens selbsständiger Verarbeitung, völlig der neuerer, 
aiia dem Archive Thl.XVI.Nr.il. Tbl. XVII. Nr. III. jetzt Mohi 
allgemein bekannten Darstellungsweise angeschlossen. Das Le- 
ge ndre'sche Theorem hat auch Aufnahme gefunden nach der 
ursprünglichen Darstellungsweise seines Erfinders, die wir freilii 
gern mit einer besseren, neueren verlauscht gesehen hätten, ohne 
dem Herrn Verfasser daraus einen besonderen Vi^rwurf macheo 
za wollen. Die BeschrSnktheit des Raumes verbietet uns, mebr 
tiber dieses empfehlenswerthe Bach zu sagen, und die oben toi 
ODS besonders hervorgehobenen Vorzüge und Eigenthünilichkeitea 
desselben sind keineswegs die einzigen. Wir wünschen sehr, (la>> 
demselben, namentlich in seiner jetzigen neuen Gestalt, die sehr 
wohl verdiente Beachtung der Leser des Archivs in jeder ße 
Eichung aach fernerhin zu Theil werden möge, besonders auch 
Ton den Lehrern der Mathematik auf Gymnasien und Healschulen 
die aas demselben vielfache, den Zwecken des Unterrichts ßr- 
derliche Belehrnng schöpfen koiuien. 

M i!:>r 

Ueber einen merkwürdigen Punkt im Dreiecke. 
Efoe mathematische Aufgabe für Schüler •»t^» fT^k.at 
Im trigonometrischen Rechi 
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Gvstav Emsmanii» ordentlichem Lehrer an der höhe- 
ren Bürgerschule zu Frankfurt a. d. O. Zweites Heft 
der Mathenatischen Studien fär die Zweeke der Schule« 
Heile, fiereer. & 

Diese Schritt betrifft die folgende 

A a f f e b e. 

Innerhalb eines Dreiecks einen Punkt zu finden, 
NO dass die drei Winkel, welche die von diesem Punkte 
nach den Dreiecksecken gezogenen drei Geraden mit 
den, in derselben Richtung genoiumeneo» Dreiecke* 
eeiten bilden» einander gleich sind, 

welche der Herr V^erfasser nach vei>.tliiedenen INIethoden auflöst 
und daran eine £!;rössere Anzahl von F^ehrsatzeu über das Dreieck 
und für dasselbe (geltenden Relationen knüpft, die manches iiielit 
• Uninteressante darbieten, un<i bei deren Entwickelun^ sich der 
Herr Verfasser uberall der geometrisch -trigonometrischen Methode, 
wenn man so sap:en darf, bedier»t. Zugleich sind einige numerische 
Beispiele beigelügt. Das erste Heft dieser M a t Ii e m a t i s c h en 
Studien für die Zwecke der Schule, welches den Titel 
fährt: Ein mathematisches Thema aus der Schule. Von 
Dr. A. Wiegand. Halle« Berner. 1854. ist noch nicht zu un- 
serer Kenntniss gelangt. Jedenfalls aber scheint das Unterneh* 
men, solche mathematische* Schulthenmta in einzelnen kleineren 
Hefteben zu behandeln, bi pädagogiecber Rflckeicbt webt 
fimpfebloBg SU verdienen. 



Trigonometrie, 

Die ebene Polygonometrie, vollständig dargestellt 
und durcb zahlreiche Beispiele erläutert von Dr. J. Dien- 
ger, Professor der Mathematik an der polyteehniscben 
Schule au Carlsruhe. Mit 39 in den Text eingedrnck 
ten Figuren in Holsscbnitt. Stuttgart. Metsler. 1854 8. 

Wir empfehlen diese Schrift in mehreren Beziehungen der 
Aufmerksamkeit unserer Leser. Erstens hat der Herr Verfasser 
in derselben die Zahl der Aufgaben, welche die ebene Polygo- 
nometrie darbietet, eracbdpft und eine so Tollständige Darstellung 
dereelben gettefertt daee der Lebrling in den Staad geeetit wir4 
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Jede sich ihni darbietende Aofgabe luseo uod auch in deo ver* 
irickeltereD Fällen sich helfen zu kOnneii, in welcher Beziebang 
der Hert Verfasner jedenfalls mehr als die meisten seiner Vor* 
gänger geleistet hat Ganz besondere Anerkennung verdient es 
ferner, das« er, worin sonst so vielfach gefehlt wird, eifrig be- 
müht geivesen ist, dem Leser gleich in den ersten Grundsätzen 
die UeberzeogQDg der ausnahmslosen Gültigkeit der erhaltenen 
Resultate zo verschaffen, weil, wie er sehr richtig bemerkt, ohne 
diese klare Ueberzeugung zwar wohl ein mechanisches Nachtreten 
vorgeschriebener Formeln, nie aber eine selbstbewusste Benutzung 
derselben rauglich ist, eine Ansicht, die wir ganz zu der unsrigeo 
machen, and dem Herrn Verfasser im Namen der Wissenschaft 
danken, dass er, wie in seinen früheren, in vielen Beziehuogeo 
ausgezeichneten Schriften, diesen Grundsatz auch in der vorlie- 
genden zur vollständigen Geltung zu bringen sucht, und zwar in 
einer Weise, die jedenfalls ohne zu grosse Weitläufigkeit das er- 
strebte Ziel glücklich erreicht. In unmittelbarem Zusammenhange 
hiermit steht es auch, dass der Herr Verfasser sich keineswegs, 
wie meistens geschiebt, bloss mit der Betrachtung solcher Poly- 
gone beschäftigt, bei denen die späteren Seiten die früheren nicht 
mehr durchkreuzen, sondern auch solche Figuren, bei denen eine 
Durch krenzuDg der Seiten Statt findet, in den Kreis seiner Be- 
trachtungen zieht and für dieselben die unbeschränkte Gültigkeit 
der erhaltenen Formeln nachweist. Endlich ist hervorzuheben, 
dass eine ziemliche Anzahl namerischer Uebungsbeispiele beige- 
fiigt iat, wodurch die Brauchbarkeit des W^erkchens sowohl im 
Allgemeinen, als auch namentlich für solche, welche praktische 
Anwendungen von der Polygonometrie, deren dieselbe bekanntlich 
in 80 reichem Maasse z. B. in der Geodäsie fähig ist, machen 
wollen, wesentlich erhübet wird. Die vorliegende Schrift ist von 
dem Herrn Verfasser zweckmässig unabhängig von jedem Lehr- 
baebe gehalten worden, bildet jedoch mit dem „Handbuche der 
ebenen und sphärischen Trigonometrie", das von ihm nächstens 
erscheinen wird und dem wir mit Verlangen entgegen sehen, ge- 
wissermaassen ein Ganzes. Es wird uns freuen, wenn die vor- 
hergehenden wenigen Bemerkungen geeignet sein sollten, die 
Aufmerksamkeit unserer Leser auf das vorliegende empfehlen^ 
wertbe Schriftchen zu lenken. 

. 1 . .lu 

nald 

Vermischte Schriften. 

Sitznngsberichte der Kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften 2a Wien. (Sie! 
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Jahrgang 1854. XII. Band. 2. Heft. S. m Nattercrr 
Gasverdichtunf»«- Versuche. — 230. (»railich: Bewegun^^ des 
Lichts in optiisich- eiiiaxigcn ZHillingt»kryätaiUen* — ö. 263. Pekä» 
rek: Ueber elektrische Lampen« 

Jahrgang 1854. XU. Band. 3. Heft. !28L Seh9ne* 
mann: Tl^eorie und Beschreihang einer neaen Brfiekenwage. — 
S. 303. Uornatein: Beatinininng der Bahn dea eraten Kometen 
▼am Jahre 1847 « nebat*) Bemerkaagen dber den Uebergaiig vaa 
der Parabel aur Ellipaa oder Hyperbel. — S. 390. Horoatalat 
Beetfmmanff der Bahn dea eraten Kometen vom Jahre I8R3. 
S. 400. Haidinger: Ueber Senarmont'a gefiirbte Kryatalle. — 
S. 40L Haidinger: Ueber den Pleocbroismna und die Krystall* 
structur des Amethystes. — S. 464. A. v. Etti ng«bjiusen: Be- 
richt über das von J. Anathon zur Beurtheifunj» eingereichte 
Älanuscript : Die natürlichen (besetze der Musik mit dem IVlottu: 
Wahre Musik ist Jedem verKständlicb. (Auf diesen buchst inter- 
essanten Bericht A. v. Etti ngshaiisen's über ein Werk, wel- 
ches für die Musik von grosser Wichtigkeit zn sein und in der- 
selben neue Bahnen zu eröffnen scheint, machen ^vir alle, die für 
Musik i?ich interessiren, im Aili^enieinen , insbesonilere aljcr auch 
die Physiker, aufmerksam.) — S. 515. J. H. T. Müller: Ailge* 
raeine Ableitung der krystallometrischen Grundgleichangen. — 
S. 527. Boue: Versuch einer naturgemässen Erklärung der ehe- 
maligen Temperatur -Verhältriisse auf dem Erdballe, insbesondere 
während der alteren Steinkohlen -Periode, so wie auch der Mög- 
lichkeit der Entstehung der Steinkohle in den Polargegenden. — 
S. 636. G ra i 1 i c h : I^ote in Betreff der Grundgeatalt der Gümmer* 

Jahr-aiig 1854. XII. Band. 4. Heft. S. 545. Haidin- 
ger: INülü über gewundene liergkrystalle. — 8. 000. C. v. Et- 
tingshausen: Ueber die Nervation der Blätter der Papiliona* 
eeen. (Sclion durch die zNveiundzwanzig trefflich ausgeführten Tafeln 
in Naturselbstdruck der k. k. Hof- und Staatsdruckerei auch für 
den INicht - Botaniker buchst interetisant.) — S. 604. Alth: Bei- 
träge zur Frage : Ueber den Isomorphismus homologer Verbindun- 
gen. — S. G70. Haidinger: IVlittbc'ilung aus einem Schreiben 
des Herrn Professor Stokes über das ojttische Schachbrettmuster. 
— S. 678. Derselbe: Dauer des Eindrucks der Poiarisations- 
büschel auf die Netzhaut. — S. 680. Derselbe: Berichtigung 
einer früheren Angabe. — S. 686. Derselbe: Die Richtung der 
Schwingungen des Lichtäthers im polarisirten Lichte. Mittheiinng 
aua einem Schreiben dea Herrn Prof. Stokea nebat Bemerkangen, 
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Bulletins de rAcademie Royale des sciences, des 
lettre« et des beaox-arts de Belgique. (Vergl. Lite- 
rarischer Beriebt Nr. LXXXVIL S. 9.) 

Tome XX. III« Partie. 1853. p. 27. A. Quetelet; Äppli 
cation de la t^legrapbie ^lectriqoe ä lastronomie. — p. 28. Sur 
la mäteorologie naotique et la cooference maritime tenue a ßruxel- 
les; note par A. Quetelet — > p. 35. Sur les etotles tilantes 
p^riodiques des 9 et 10 aoüt; par A. Quetelet. — p. 129. Meteo- 
rologie naotique. Rapport sor one deniande du GouvernemeDt 
beige; par A. Quetelet. — p. 137. Sur rorganisation des cais- 
ses des veuves, avec des applications ä la caisse des veuves et 
orpbelins des ofQciers de Tarm^e beige. iMemoire de IVL Liagre. 
Rapport de M. Scbaar. — p. 142. Kapport de M. Quetelet — 

E. 146. Sor la diminution de rindinaison magnetique en Europe. 
ettre adressöe le 22. Septbr. 1853 ä M. Quetelet par I\l. Han- 
stee n. (Ein aucb in theoretiscber Rücksicht sehr interessanter 
Brief des berühmten norwegischen Astronomen.) — p. 164. Sur 
r^lectricit<^ naturelle des corps. (Sehr interessante Mittheilungen 
von Herrn Quetelet) — p. 267. Memoire de IVI. Duprez, ayaot 
pour titre: Sur nn cas particulier de lequilibre des liquides. 
Kapports de M. Crabay et de M. Plateau. — p. 270. Obser- 
▼ations sur les borloges electriqoes, par le S'' Ja spar, fabricaDt 
d'instruments de physique, ä Li^ge. Happort de De Vaux. 
— p. 281. Description de quelques niodiBcations apportees aax 
borloges ^lectriques, par J. Jaspar. — p. 351. Sur une naine 
n^ dans les euvirons de Bruxelles. Note par M. Quetelet — 
Ausser diesen Aufsätzen enthält der vorliegende Band noch ver- 
schiedene andere interessante Einzelheiten, die sich hier oicbt 
alle namhaft machen lassen. 

Tome \XI. Ire Partie. 1854. p. 60. Sur nn ni^raolre deM. Mon- 
tigny, et intital^: Essai aur dea effeta de rcfrnctinn et de dispersioa 

produita par l*air atmosph^riqoe. Rapport de M. Plateao. p. 74 

Sar le nouTel Obaervatoire magnetique de Korne; par A. Quetelet — 
p. 79. Sur le principe ^lectroatatique de Palii«^! pt ses experiences. Lettre 

de M. le profeasenr Zantedeachi de PaHone a M. Q ti e t e 1 c t. p. 84 

Sar qoelqaea particnlarit^a de formale« d'analyse mathenintiqiie. Lettre 
de M. Genocchi k M. Qnetelet. — p. 96. Sur les proportions de It 
moe Boire; par M. Quetelet — p. 149. Sur Tori/^ine 011 la natnre da 
caloriqne; par M. Martena. — p. 218. Sur la d^clinaison , Pinrlinai- 
aon et la force de Taiguille raagn^tiqne k Bruxelles et sur lea variatioos 
de cea troia ^l^menta depuis quelques annees; par M. A. Qaetelet. — 
p. 278. Sor ane nouTelle m^thode foomie par la g^om^trie descriptife, 
poar rechercher et d^montrer lea propri^tea de Tetendiie; par M. Bras» 
aeor. — p. 282. Sar lea anrorea honfialea; par M. A. Qaetelet. (Wia 
ea ooa acheiot, ein mehrfach wichtiger Aufsatz über das Nordlicht) 

Annexe aax Balletina. 18&S»1854. Enthält ausser mehreroi 
Abbandlangen naturwiaaenachaftlichen and historischen Inhalts die fol- 
raide jedenfalls sehr beachtenswerthe und allgemein interessante früssere 
Abbandlang: Memoire aar Torganisation des cnisNes des veuves avec de« 
applications k la caisse des veuves et orphelins des oificiers de Tannee 
beige; par M. le Capitaine Liagre. 
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Literarischer Bericht 

xcn. 



ArUhmetik. 

A n k fi n d i g u n g. * 

In Folge wie^lerholter Aufforderungen habe ich die Resultate 

zu meinen Aufgaben aus der Arithmetik und Algebra autographirt. 
Diejenigen geehrten Herren Collegen, «olche die Aufgaben bei 
ibrem Unterrichte benutzen, wollen die IJesultate von der Grau- 
schen Buchhandlung in Bayreuth beziehen. 

Bayreuth im November 1864. 

Professor ii o t ni a n n. 

• ■ . • ..■..>;.;. 

Anf der Uoitrenrität m Ppeala eind neuerüch die^foigendf^ii 
akodeiiiieclieii Scbriftea matlieiiiatieflteii lobalts erscfaleiiep; die 
in Jeder Beciehung sehr verdienen, io Deotschiand mi einer grOe* 

seren und allgemeineren Bekanntschaft zu gelangefi , als den matlie* 

niatiscben Erzeugnissen trefflieber schHedischer Mathematilwr 
meistens zu Theil wird: 

BidragtillTbeorien cm ElliptlskaFunctioner. Inbjud- 
ningselirift af Prometer Carl Joban Malmstdn. Uj^saia. 

Bidrag tili Läran om Gontinuerliga Bräk. Aeade- 
misk Afbandling« Praes. Mag. Carl Joban Malroatdn» 
Professor« i Rena Mathematiken. Respp. F. W. Hnlt- 
man, Y. Nyberg, S. T. Göranson, R. Kubenson, H. F. 
N er e n, H, Schulz, A. M. Myrberg, J. V. Wretnian. Upsala. 

Omv Upplusningen af Fjerde Gradens Equatione?. 
Ae»d«mlak Afhandling. Praea. Magt Carl Joban Malm* 

ThLX)Lin.Bft*4. 4 _ 

r 
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l^anz entfernt liegenden Zweigen der Integralrechnung, z. B. bei 
der DarstetloDg der Integral-Logarithmen, sehr dienstbar erweisen. 
Die UnifornuiDg der Facultaten im Allgemeinen (a"i'') aU eines 
Ausdrucks von drei uoter einander unabhängigen (positiven und 
negativen , ganzen und gebrochenen) GrOsaen ist im Nachtrage za 
AbschDitt I. and 11. ausßihrlich behandelt» und ea eind S. 14^ ^24 
Umfonnnngenanlgefanden werden, von denen Kramp nur 7 ohne 
iiire Begrilndang zu geben aufgeetellt bat. Für die ZarOekßibrnng 
einer FacnltSt von der allgemeinen Form a«N auf die epedelle» 
deren fiaels und Zunahme die Einheit int, waren bisher nur swei 
FiMe» je einer von Kramp und Gaues, und beide von Besse! 
entwickelt, wogegen die Theorie des Herrn Verfassers acht Um* 
formnngsgleichungen aufweist, die allen Anforderungen, welche, 
wie der Herr Verfasser sagt, an die Theorie eines Gegenstandes 
consequenter Weise gestellt werden können und müssen, zu ge- 
nügen und alle Widersprüche zu lösen scheinen, worin man seit 
Kramp gerieth, und deren Eiitferniinj? bisher, al)er nicht immer 
mit geNvünschteiii Erfnljje, versucht wurde. Die Aiuvendunij der 
in Ii. entwickelten Kacultiiten-Coefficienten oder Sunimeiiausdni( ke 
für die Verbindungen mit und ohne Wiederholuni^en ist im driltcii 
Abschnitte hervorfrehoben. Der vierte Abschnitt besihaftiut >ich 
mit der iJarstellung der Kreisfunctiouen durch Facultaten, und 
der sechste, ein Oberaus reiches Material darbietender Abschnitt 
ist der Anwendung der Faeultäten atif die Darstellung der be- 
stimmten Integrale gewidmet. Am Ende der Vorrede bemerkt 
der Herr Verfasser, dass die einzelnen Abschnitte dieses Wer« 
kes, die schon vor einem Jahrzehend nieder geschrieben waren, 
frfiber in Crelle's Journal erschienen sind. 

Die Leser des Archivs des Weiteren wegen auf das umfange 
reiche Werk selbst verweisend, m rissen wir uns mit der vorsteben* 
den allgemeinen Angabe seines Inhalts hier begnügen, glauben 
aber, dass dasselbe jedenfalls eine gute Grundlage fOr weitere 
Untersuchungen darbietet, und wünschen daher, namentlich auch 
der Vollständigkeit wegen, mit der es seinen Gegenstand behan* 
delt und die Punkte hervorhebt, welche bei demselben besondere 
Beachtung und weitere Entwlekelung verdienen, sehr, dass es 
sich der Aufmerksamkeit der Lehrer unserer Zeitscbrifjt nicht 
entstehen möge, wenn auch sein Inhalt allerdings vielen derselben 
schon ans dem Crelle*schen Journale bekannt sein wird. 
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Geometrie, 

Sämling af Geotnetriska Problemer utgifvren af 
C. F. Lindman, Math. Lector i Strengnäs. Andra app- 
lagan. Strengnäs 1853. 

i 

Fflr die Güte und Empfehlungsvrurdigkeit dieser Sammlung 
geometrischer Aufgaben bürgt schon der Umstand, dass dieselbe 
in einer zweiten Auflage erschienen ist, uenii auch nicht der 
Name des Herrn Verfassers nur Ausgezeichnetes erwarten liesse. 
Wir machen daher die Leser des Archivs auf diese Aufgabeu- 
sammlang aufmerksam. 

Die Seitenfläche des schiefen Kegel s. Abhandlung 
des Oberlehrers Truger. Programm der Petrischale 
zu Danzig ?oo Ostern 1852. Danzig. 4^. 

Diese grflndliche Untersuchung über die Seitenfläche des 
schiefen Kegels, welche die betreffenden Integrale auf die ellip- 
tischen Functionen zurückführt, verdient recht sehr noch oacb- 
träglich der Beachtung der Leser des Archivs empfohlen zu werden. 

Geodäsie. 

Lehrbuch der niederen Geodäsie zum Gebrauche 
aaf forstlichen, technischen oder militärischen Lehr- 
anstalten, so wie auch zum Selbstunterrichte für jeden 
Freund dieser Wissenschaft von Kurl Breymann, Pro- 
fessor an derk. k. Forstlehranstait zu Mariabrunn. Wien. 
BraumuUer. 1854. 8. ^tj j 

Dieses neue Lehrbuch der niederen Geodäsie enthält eine 
sehr gründliche und vollständige Anleitung zu dieser Wissenschaft, 
setzt dabei aber ein ziemliches Maass von Kenntnissen aus der 
Elementar Mathematik, hauptsächlich aus der ebenen Trigonome- 
trie und analytischen Geometrie oder, wie wir hier lieber sagen 
wollen, aus der Coordinaten- Geometrie voraus, wenn auch der 
Herr Verfasser allerdings sich vielfach angelegen sein lässt, das 
Meiste, was er namentlich aus der letzteren Wissenschaft bei 
seinem Vortrage gebraucht, sehr deutlich und ausführlich zu er* 
läutern. Dass er so vielen GebraiK^h vnn dnr CoordinAfAn.CMi- 
AMtrie bei der AufDahme des Terr 
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grösate Aoerkeßiiun^, da (iiese Methode einniai überhaupt nicht 
genug empfobleu werden kano, nnd dann insbesondere hei forst* 
lieben Aufnahmen oder der Forstrermessung, nelche der Herr 
Verfasser wohl rorEugsweise im Auge gehabt hat, durch keine 
andere Bweckmässigere und bessere Metbode eich ersetzen läest. 
Iii Rucksicht auf Vollständigkeit der matliOBatiscben Aiifl<louiig 
fUler in der niederen Geodäsie ▼orkonimenden Aufgaben nach yet* 
•ehiodenen Metboden durch die synthetische und analytische oder 
Oiiordinaten-Geoinetrio nd durch die ebene Trigonometri« wUeetaB 
wir die«em Werls» kam ein andere« an die Seit» an aetaan» and 
«npfehlan aa alcht bloaa Pkaktlkam, aondera auch jungea Mathe- 
Mtikem au Ihrer Uebang In der AuriSaung aolcher gaod&tiaebea 
Aafgabenj die wir anler allen Bedingungen Idr »ehr lehrreich and 
Mldead halten^ recht aehr. Der Fläebenberecbaung hat der Herr 
Verfaaaar nit fieeht beeondere Aufinerkaaaikelt gevrldmet, und» 
was gana beaondere Anerkennung verdient and in wenigen ähnli* 
eben Werken sich in gleicher Vollständigkeit finden dürfte, auch 
auf die verschiedene Bonität des Bodens, also auf die bei allen 
Separationen vurkommendeo Geschäfte« in sebr ausgedehjiter Weise 
Rücksicht genommen, wobei auch manches dem Herrn Verlasser 
Kigeiithüm liebe vorkommt» wie t»icb bei einem so kenntnissretcben 
Schriftsteller schon von selbst versteht. Das Hohennie&sen is' 
gleichfalls gelehrt, insbesondere auch das barometrische, welches 
zugleich der einzige Gegenstand ist, bei weichem der Herr Ver- 
fasser sich genüthigt sah, zu ein Paar einfachen Formeln der Dif* 
ferential- und Integralrechnung seine Zuflucht zu nehmen. Sonst 
iat der Gebrauch dieser Wiseenacbaften ganz vermieden» auch 
bei der sogenannten Fehlerrechnung, welche überall blosa mittelal 
elementar- mathematiscber Kenntnisse in lehrreicher Weiae ausga* 
ÜBhrt wird. Je mehr zu wünschen iat und je mehr es zur Forde* 
rung der Wissenaehallen beiträgt, wenn auch aua der niederen 
Geodiaie oder aogenanateo Feldmesskunat Immer mehr und mehr 
daa blöaa Mechaniacbe und HandwerkamSaaiga Yerbaaat« und Qberail 
der Anwendung einer geaanden Theorie, welche die Operatioaen 
gana aagemeln erleichtert und deren Genauigkeit bedeutend erhobt 
Eingang veracbafft wird : deate mehr Anerkennung verdienen Werke 
wie daa vorliegende, denen man auf den «raten Anblick aaaiebt» 
wie boeh ihre Verfaaaer die Anweadung der atrangen theoretUeben 
Lehren auch bei praktischen Geschäften anacfalageB und wie sehr 
sie deren Werth für solche Geschäfte erkennen. Noch erfreuli« 
eher aber wird ein solches Bestreben, wenn Wcfke, wie das vor- 
liegende, zunächst lediglich als Grundlage für den Unterricht auf 
ganz eine praktische Richtung verfolgenden Lehranstalten bestimmt 
aindy indem dann Grundsätze, wie die oben näher bezeichaeteuy , 
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Wir haben Lis Lterber ciefcr die CbeOTVüscte Seite de« BodM 
benprofrben and in's Aoze gefiMt. Was d« Bekr praktische 
Sehe, in»be^ndere die lostrcmental KeasiBiss bdrUEIy ss ■Pto- 
sen Mir dem Herrn Verf<is«er, weil sei» BmA isiiBgHM ci i als 

Grundlage für den mündlichen Unterricht in der Geodäsie be> 
stimmt ist, darin eanz Recht sehen, dsss er sich ansfohrlicber Be- 
scfareiliaDsen der Instrumente selbst, asch der Abbildong derselbeo, 
gans enthalten hat, «reil jeder erfahrene Lehrer «reiss, dass to 
dieser Beziehung ein einmaliger Anblick eines l asü— entes bei 
verständiger Erlauternng too Seiten des Lehrers mehr that und 
»ehr wirkt, als eine lange Bescbreibang. Nor aber darf man sieb 
bierdorch nicht zu der Meinung Terleiten lassen , als habe der 
Herr Verfasser gar nichts über die Instrumente gesagt : im Ge^eo- 
theil sind uberall die allgemeinen Bedingungen, welchen ein jedes 
derselben genügen muss, die Zwecke, welche man dadurch za 
erreichen beabsichtigt, die hauptsachlichsten Fehler n. s. w. sorg- 
besprochen worden, so dass auch in dieser Beziehung der 
Herr Verfasser innerhalb der Granzen, welche er sich selbst ge- 
steckt bat, allen billigen Anfordemngen entsprochen haben dürfte. 

Wir empfehlen daher dieses Werk nicht bloss allen Denjeni- 
gen, welche sich für die Fortbildung der niederen Geodäsie io- 
t«ressiren und praktische geodätische Arbeiten ausführen wollen, 
soodem selbst auch allen Lehrern Her Mathematik an höheren 
Lehranstalten, namentlich an Real- und Geiverbeschulen und an- 
deren derartigen, im Bedurfnisse unserer Zeit liegenden Lehran- 
stalten, weil dieselben aus diesem Buche manchen Stoff zu sehr 
zweckmässigen mathematischen, namentlich geometrischen und 
trigonometrischen Uebungsaufgaben für ihre Schüler, die zugleich 
auf einen fruchtreichen, praktischen Zielpunkt, der auf solchen 
Lehranstalten, bei aller Geltung der reinen Wissenschaft, immer 
mehr und mehr in's Auge gefasst werden sollte, hingerichtet sind, 
schöpfen können, und bemerken noch schliesslich, dass auch die 
Süssere Ausstattung in jeder ßeziel 
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Astronomie. ' 

Om Lands Observatorii Loiiiritufl. Akademisk Af- 
bandling af Didr. Magn. Alex. MtiJlcr, F. M. AmanueDe. 
vid AstroD. Observator. Lund 1853. 4^. 

Bme eeiir f^Hindllclie ond Sueeerat fleiMige UeterenchiiDg Ober 
die lifiege der Umvereit8ts*Sterovrarte so Land » welche gani den 
Ansprüdiee 4er neeeten Aetrosemte an selche Arbeiten genügt. 



Physik. 

Lärobok i Fysiken. Für Kongl. A rtilleri-Lärowerk 
a Marieberg nch Kongl T echnologiska Institutet Utar* 
betad af A. U. Fock. Stockholm. .1864. 



Meteorologie» 

Conference maritime tenueä Braxellee peur l'adop* 
tloii d'un Systeme uniforme d'observations m^töoro- 
log'iques ä la mer. (Auch mit englischem Texte.) Aoat et 
Septembre 1853» 4. 

Die nächste Veranlasifciung zu dieser Coüferenz gab die Regie- 
runf? der vereinigten Staaten Amerikas , hauptsSchlich auf Anre- 
guni; des schon so vieiiach verdienten Directors des National- 
Observatoriunis zu Washir^i^ton , Herrn Lieutenants Alaury. Der 
Haupt- nnd nächste Zwei k derselln n war, sich über ein bestimm- 
tes gleichlörmiges System zur See anzustellender meteorologischer 
Beobachtungen zu vereinigen und zu verständigen. Wie bereit* 
willig die Regierungen der meisten seefahrenden Nationen der 
Aufforderung des Gouvernements der vereinigten Staaten entge* 
genkamen, zeigt die folgende Liste der bei der Conferens erschle« 
nenen Bevollmächtigtem Es war nfimlich vertreten: 

La Belgique, par Ä. Quetelet, Directeur de rObservatoire 

royal etc. et par Victor La hure, capitaine 
de vaissenu, directeur general de la marine; 

Le Danemark, par P. Rothe, capitaine -lieutenaot de la ma<* 

rine royale, directeur du depdt des cartes de, 
la marine; 

Lee itois*U»ls, parH^F. Mauty, Keatenant de ta marine das 
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iUiU'lJms, directenr de rObeerratoire de 

Washington ; 



La Franc e» par Ä. Delamarche, iugöiiieur hydrogmphe de Ja 

marine impc^riale; 

La 6randa*Bretagiie» par F. VV. Beechey» capitaine de la 

Mriae royale, F. R. S. etc. membrö da la aee- 
tion oavale do beard of trade; 

La Norw^ge , par Nile Ihlea« lieateoaat de la marine reyale; 

L es P a yi^-B aS) par M. H. Jansen, lieuten. de la marine royale; 

Le Portugal, par J. de Matto^ Corr^a, capitaine - lieute- 

oant de la marine royale; 

La Ruaale^par Alexis Gorkoveako, eapltaine-lieateaanft da 

la marine Impdriale; 

La Sn^de, par Carl A.titen Petteraaen, pramler4lflntaoaiif 

de la marine reyale. 

Das Torliegende, in vielen Beziehungen sehr interessante Werk 
enthält nun den ausiührlichen Bericht über die VerhandJnngen 
dieser CeofereBz, die Sitsnngsprotokolle nnd die In jeder R&k* 
sieht sehr interessanten und für jeden Meteorologen lehrreieben 
Entwürfe zu den, den Schüfen Behufs der Anstellang meteorolo- 
gischer Beobachttin£»eT» zu ertheilenden Instructionen. Wir haben 



len zu müssen, ohne uns leider auf eine detailiirte Angabe seines 
Inhalts einlassen zu können. 



Die Redaction des vom Oesterreichischeii Lloyd in Tri est 
herausgegebenen „II lustrirten Familienbuches" hat abermals 
eine Preisausschrelbuog erlassen, und zwar diesmal für die 
zwei l»esten naturwissenschaftlichen Originalaulisätze, welche, 
von der strengen Form der Wissenschaft sich frei machend, Dar- 
stellungen aus der gesammten theoretischen und angewandten Na- 
torvrissenschaft mit Berflcksiebtigung der neuesten Fersehungen 
entlialten sollen und auf den Raum von höchstens anderthalb Druck- 
bogen in (juart bemessen sind. Die drei Preisrichter sind : V. Kol- 
lar, Dlre( tor de« k. k, Natnraüenkabinetts nnd Prof. Dr. L. Red* 
tenbacher in Wien, und Prof. E. A. Rossmässler in Leipzig. 
Der Eioseniiungstermin der IManuscripte an eine der beiden Haupt- 
agenturen des Oesterreichischen Lloyd, in Wien oder in Leipzig, 
inlbrtbis zum 90. April 1865, und die beiden Preise betragen, ausser 
dem üblichen Honorar, resp« 25 und IS Dukaten in Gold. Hin- 
sichtlich der näheren Bestimmungen verweisen wir auf die ansfuhr- 
llche officielle An/ei^e dieser Preisaiisschreibung, welche bei dem 
gegenwärtig allt^cnKin verhreitt ten Interesse für die Naturwissen- 
schaften gewiss nicht verfehlen wird, bei dem schriftstellerischen, wie 
bei dem lesenden P ublikum einen gleich günstigen Eindruck au machen. 
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